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0 — Introduzione al corso

0.1 Scopo del corso e collocazione nel percorso didattico

Il corso “Chimcia Fisica 2” & tradizionalmente dedicato all'introduzione alle teorie fisiche per la descrizione
della struttura atomica e molecolare o, visto in altra prospettiva, alle teorie del legame chimico. A partire
dall’A.A. 2016-207 non contiene piu I'introduzione alla meccanica quantistica, che viene svolta in un corso di
fisica precedente. Il corso fornisce i fondamenti teorici della teoria del legame chimico, e delle tecniche di
simulazione (modeling) dei sistemi chimici. Fornisce inoltre alcune basi fondamentali per la comprensione sia
teorica che sperimentale delle spettroscopie.

Molti degli argomenti di questo corso sono gia stati affrontati nei corsi precedenti di Chimica e di Fisica, ma
non ne é stata data una spiegazione esauriente. In particolare, la struttura atomica ed il legame chimico sono
stati introdotti, a livello qualitativo, nel corso di Chimica Generale, mentre il corso di Chimica Organica ha
fatto uso di concetti relativi agli orbitali molecolari.

Ad esempio, ogni studente & familiare con rappresentazioni degli orbitali atomici di questo tipo:

) Px Py Pz

In questo corso studieremo I'origine di queste rappresentazioni, ricaveremo le equazioni ad esse sottese ed
impareremo ad utilizzare dei semplici programmi di calcolatore calcolarle e rappresentarle.
Altri concetti della chimica generale che saranno approfonditi sono:
e laclassificazione dei legami in covalenti, ionici, polari, ecc.
e L’origine delle proprieta periodiche degli elementi
e | concetti di valenza, stato di ossidazione, elettronegativita ed affinita elettronica, ed il loro ruolo nel
legame chimico

Analogamente, lo studente conosce gia le regole fondamentali per la previsione della struttura
tridimensionale delle molecole organiche, basate sul concetto di ibridazione: in questo corso
approfondiremo I'origine e la descrizione di questo concetto ed impareremo ad utilizzare programmi per la
previsione automatica della struttura delle molecole.

Il corso € limitato alla teoria per la descrizione delle molecole piu semplici. La sua naturale continuazione
sono i corsi dedicati alla chimica e fisica dei solidi:

e Chimica Fisica dei Materiali

e Materiali per I'elettronica
Inoltre, gli argomenti di questo corso formano le basi per la comprensione delle tecniche di indagine
spettroscopiche, affrontate nei corsi:

e Metodi Spettoscopici e di Microscopia

e Diagnostica Fisica



Inoltre, gli aspetti formali e matematici del presente corso verranno ripresi ed approfonditi nel corso “Metodi
Matematici e Meccanica Quantistica”, mentre gli aspetti tecnici legati alla simulazione molecolare sono
approfonditi nel corso opzionale “Uso del calcolatore nella Scienza dei Materiali”.

Lo scopo di questo paragrafo non ¢ solo di presentare il corso: apprezzare le relazioni tra i vari insegnamenti
e fondamentale per comprenderli in modo completo e per collocarli in un contesto utile ed interessante.
Naturalmente, per riconoscere queste relazioni occorre superare differenze di linguaggio, di metodologia
scientifica e didattica dei diversi corsi. Lo studente non si spaventi di fronte a descrizioni differenti dello stesso
fenomeno chimico o fisico: esse riflettono la varieta dei linguaggi formali e dei livelli di approfondimento che
e possibile adottare nella spiegazione dei fenomeni naturali. Ad un esame approfondito queste descrizioni
apparentemente differenti risulteranno convergenti.

Dal punto di vista pratico, lo studente & invitato a fare costantemente riferimento al materiale didattico dei
corsi di chimica e (soprattutto) fisica precedenti, ed a discutere con il docente eventuali incomprensioni e
discrepanze.

0.2 Simulazione al calcolatore della struttura e della reattivita

In questo corso si affronta la descrizione degli atomi e delle molecole utilizzando i principi primi della fisica.
In altre parole, si puo dire che il corso tratti della meccanica di elettroni e nuclei e di come essa determini
tutti i fenomeni chimici. E' possibile vedere tutta la complessa fenomenologia della chimica come una
manifestazione della meccanica degli elettroni e dei nuclei atomici, secondo le leggi della meccanica
guantistica. Questa definizione e corretta ma semplicistica al tempo stesso: la varieta dei fenomeni chimici e
cosi grande che é inevitabile ricorrere a dei modelli empirici per descriverla. Inoltre, sarebbe scomodo e
dispendioso ricorrere ai principi primi della fisica per la soluzione di molti problemi chimici complessi.

Ad esempio, descriviamo le proprieta delle molecole in funzione delle proprieta note degli atomi, e non di
quelle degli elettroni e dei nuclei che le compongono, seppure siano queste in ultima analisi a definire le
proprieta di atomi e molecole.

Tuttavia, la descrizione quantomeccanica dei fenomeni chimici ha acquistato sempre maggiore importanza
in anni recenti, con lo sviluppo della cosiddetta “chimica teorica” o “chimica computazionale”. Grazie alla
crescita esponenziale della potenza di calcolo degli elaboratori ed allo sviluppo di software di simulazione
sofisticato, & oggi possibile analizzare e prevedere nel dettaglio molti fenomeni chimici attraverso simulazioni
al calcolatore basate sulle sole leggi della meccanica.

Non si tratta solo di simulazioni didattiche o finalizzate alla spiegazione fisica di fenomeni chimici noti: la
chimica computazionale & oggi uno strumento predittivo ampiamente utilizzato in molti campi della ricerca
chimica. Essa trova impiego frequente ad esempio nella progettazione di nuovi farmaci e di nuovi materiali,
in modo analogo a come la simulazione al calcolatore & utilizzata per la progettazione nell’industria
meccanica. Inoltre, trova applicazione nell’analisi di problemi ambientali (ad esempio la reattivita degli
inquinanti in atmosfera) o semplicemente nella determinazione di proprieta molecolari difficili da
determinare sperimentalmente.

Dal punto di vista pratico, & utile che lo studente familiarizzi fin da subito con il software per la simulazione
molecolare. Esistono numerosi programmi sia gratuiti che commerciali. Ai fini di questo corso si consiglia
I"utilizzo di:

e Arguslab (scaricabile all’ URL: http://www.arguslab.com/arguslab.com/ArgusLab.html

e Avogadro (piu complesso, http://avogadro.cc/wiki/Main Page )
Queste software permettono di costruire modelli 3D delle molecole e di condurre simulazioni su di esse
utilizzando vari metodi di simulazione classici e quantistici.



http://www.arguslab.com/arguslab.com/ArgusLab.html
http://avogadro.cc/wiki/Main_Page

Esercizio: costruire le seguenti molecole con ArgusLab (o Avogadro) e ricavarne la geometria ottimizzata
mediante la “meccanica molecolare”.
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1- La MQ applicata a sistemi semplici

1.1 Particella libera

In questo paragrafo applichiamo i postulati fondamentali della meccanica quantistica alla descrizione del
moto di una particella (per esempio un elettrone) non soggetto ad alcun potenziale. Un esempio pratico puo
essere un elettrone in un tubo catodico o in un microscopio elettronico, non deviato da alcun campo (e che
quindi va a produrre una macchia in centro allo schermo).

La risoluzione di tutti i problemi di meccanica quantistica inizia con la scrittura dell’equazione di Schroedinger
per il sistema considerato

Hy(x) = Ep(x)

Poiché la particella considerata ¢ libera, la sua energia potenziale e per definizione nulla

. L V(x)=0
e H =T = e = T
cosicché I'eq. di S. diventa semplicemente
292
IO By
che possiamo riscrivere come ,
T 2 )

Questa equazione differenziale e particolarmente semplice: richiede che la derivata seconda della funzione
soluzioney (x) sia uguale alla funzione stessa a meno di una costante moltiplicativa.

Qualsiasi onda sinusoidale o esponenziale soddisfa questa equazione®. Prendiamo ad esempio la soluzione
di forma

2
B@) = o sinkx + ) = o sin( 5% + )

e verifichiamola sostituendola nell’eq. di S.
Jdp(x) 2m 21
=—0¢y cos(Tx + )

, 0x 2 ,
079 (x) 4 . 2
axz 2 ‘»bOSm(Tx"“P)
_hZ aZd)(x)_ _hZ 47.[2 . 2T s _ _hz .
8n2m dx2  8mZm\ A2 Posin( 2" ¢) = 2mAZ $(x) = Ep(x)
da cui
_hZ
2mAz E

L A rigore, poiché la scelta di sin o cos & equivalente, per rispettare il principio di sovrapposizione dovremmo
adottarle tutte e due, con una forma sin+cos. La soluzione esponenziale e invece un po’ differente e sara
descritta piu avanti.
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Questa relazione lega I'energia della particella alla lunghezza d’onda della funzione d’onda associata. Non vi
e alcuna restrizione ai valori di E e A, cioé I’energia non & “quantizzata”.
Inoltre, se esprimiamo |’energia in funzione del momento, verifichiamo la relazione di de Broglie (che non e
un postulato della MQ...)

pZ hZ _ pZ h

= omamiz —am  dacuip=7

In questa dimostrazione abbiamo scelto arbitrariamente un’autofunzione ¢, sin( kx + ¢), ma si verifica
facilmente che si sarebbe ottenuto lo stesso risultato anche con ¢, cos(kx + ¢). Quindi entrambe le
funzioni sono funzioni d’onda valide per descrivere il sistema. Ci troviamo dunque di fronte ad un primo caso
in cui possiamo verificare e sfruttare il principio di sovrapposizione visto al capitolo precedente. Possiamo
dimostrare che qualsiasi combinazione lineare si sin e cos & ancora un’autofunzione valida.

Esercizio: dimostrare che la funzione Y(x) = Asin(kx + @) + B cos(kx + ¢) € autofunzione della
particella libera e che da essa si ottiene lo stesso risultato per I'energia®.

Le soluzioni trigonometriche appena trovate tuttavia non sono del tutto soddisfacenti. Esse non contengono
alcuna prescrizione per quanto riguarda I'ampiezza ¢ydella funzione d'onda, che puo quindi essere scelta in
modo da rendere la funzione d'onda normalizzata. Tuttavia le funzioni periodiche sin(x) e cos(x) non
soddisfano il requisito fondamentale di essere a "quadrato integrabile", un requisito imposto
dall'interpretazione probabilistica della funzione d'onda. Infatti:

j_:|¢<x)|2dx = j:

. 2 2
d)osm(Tx + )| dx =o°

5 2 T T I
A N U i R W )
N (X) :-,III . ..I J{: .'-"-_l .'I -.I lll!:.;_,f }'\\ .'I .{I:, =-:-, II. ='I lf.'f-. .-__le I-I ‘-II f{ '-.':.|
, OF% i ' ; A, i \ / Y ! &
(¥ (X)) " / y / ' i y J | ¢
..... Voo Yo L Voo Yo
L S S L R
-2 - | l I
-5.10 10 0 510 0
110 9 X 110 9

La ragione per la quale siamo incappati in questo risultato errato e l'aver ignorato la relazione di
indeterminazione tra posizione e momento. Nelle equazioni precedenti la lunghezza d’onda A poteva essere
fissata ad un valore arbitrariamente preciso e di conseguenza anche I'energia E e la quantita di moto p
assumevano i corrispondenti precisi valori.

La relazione di indeterminazione tra posizione e momento é:

AA—h
px—4n

E cioe che se fissiamo il valore di p (cioé poniamo 4p = 0), I'incertezza sulla posizione Ax
diviene infinita, cioe la domanda stessa "dov'e' la particella?" (o meglio "dove & pil probabile trovarla?")
perde di senso. La particella si puo trovare ovunque!

. 21
2 Ricordare che k = -



La soluzione trovata precedentemente diviene accettabile solo se assumiamo che la particella sia confinata
in uno spazio finito, anche grande. Possiamo infatti scegliere opportunamente I'ampiezza ¢, in modo da
normalizzare 'integrale precedente su quello spazio. Torneremo su questo punto nel capitolo seguente.

Possiamo uscire dall'impiccio ammettendo una certa incertezza sull'energia e quindi sul momento della
particella. Ammettiamo per esempio che una serie di misure forniscano risultati diversi distribuiti su
un'intervallo Ap # 0. A questa variabilita di p corrisponde una conseguente variabilita di A. La funzione
d'onda della particella sara quindi la sovrapposizione di pil sinusoidi con lunghezze d'onda distribuite su un
certo intervallo®. La sovrapposizione di sinusoidi con lunghezze d’onda diverse da un fenomeno di
interferenza, costruttiva o distruttiva a seconda dei punti dello spazio.

Si puo verificare facilmente che se la distribuzione di frequenze si fa continua, queste sinusoidi tendono a
cancellarsi per interferenza distruttiva in tutti i punti tranne uno, e la funzione somma tende ad una funzione
a quadrato integrabile.

La figura seguente mostra a titolo di esempio la funzione ottenuta sovrapponendo 100 sinusoidi, il cui
momento vari del 100% (da p a 2p) tra la prima e l'ultima.

26.377 40 I T T

20 - -

w(x) 0 ».r-u-m-ﬂmfwﬂwm-Mm»l‘pﬂr"w\-fww‘u}\ﬂfwf\',mﬂmw Nvav\f‘lﬂflﬂFWMﬂN\MrﬂﬂﬂﬂﬂﬂA

-20

26377 - 4 L I
-5-10 0 510
-110 110

Questo problema ci ha portato naturalmente all'introduzione di un concetto importante e poco intuitivo della
meccanica quantistica, e cioé il fatto che una particella pud essere descritta come un "pacchetto d'onda"
risultante dalla sovrapposizione di piu onde semplici, piuttosto che da una sola onda semplice. Il pacchetto
d’onda e localizzato (pur con una certa ampiezza di distribuzione) in una certa regione dello spazio e soddisfa
la relazione di indeterminazione.
Studiare il moto dell’elettrone significa studiare il moto del pacchetto d’onda in funzione del tempo. Per fare
guesto dobbiamo considerare nuovamente la della funzione d’onda dipendente dal tempo

Y(x,t) = P(x)e @t
Dove possiamo vedere wt come la fase variabile dell’'onda. Se sovrapponiamo una distribuzione di sinusoidi
a Adiversa e fase variabile, i punti in cui esse daranno interferenza costruttiva o distruttiva si sposteranno
con la fase. Il risultato e che il “pacchetto d’onda” che rappresenta la particella si muovera nello spazio in
modo molto simile a come una particella si muove nello spazio nella meccanica classica. Abbiamo in questo
modo ottenuto una soddisfacente descrizione matematica che rende conto sia del carattere ondulatorio che
particellare del moto di una particella libera.

Approfondimenti e materiale multimediale:
a) vedila voce “pacchtto d’onda” di Wikipedia: https://it.wikipedia.org/wiki/Pacchetto _d%27onda
b) Il sito della Wolfram Research offre una simulazione di pacchetti d’onda (e di molti altri sistemi fisici):
http.//demonstrations.wolfram.com/WavepacketForAFreeParticle/

3 Qui sfruttiamo nuovamente il cosiddetto “principio di sovrapposizione”: se un sistema pud pud essere
descritto da piu stati, la sua funzione d’onda sara la somma delle funzioni d’onda che descrivono quegli stati.
Vedi il paragrafo “Principio di sovrapposizione” al capitolo precedente.
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(richiede installazione)

1.2 Particella nella “scatola“

Consideriamo ora una particella soggetta ad un potenziale semplice. Supponiamo che la particella sia
vincolata a muoversi lungo un’unica direzione su un segmento, che all'interno del segmento abbia potenziale
nullo ma che all’esterno abbia potenziale infinito. Questo caso ideale viene chiamato anche “particella nella
scatola monodimensionale”.

Il potenziale cui & soggetta la particella puo essere descritto in un grafico di V(x) in questo modo

V(x)A
0 » ©
X
>

0 L
L’'Hamiltoniano del sistema prende allora la forma
~ ~ ~ _hZ 62
H—T+V—mﬁ+V(X)C0n

V(x)=0per0<x<Le
V(x)=ooperx<0,x>1L

L’equazione di Schroedinger € dunque —all’interno del segmento- identica a quella della particella libera:

—h? 0%y
2m 0x2 E¥

Nella parte di x in cui il potenziale & infinito, la funzione d’onda deve annullarsi, cioé la probabilita di trovare
la particella deve essere nulla (se non fosse cosi la particella assumerebbe potenziale infinito...). Tuttavia,
poiché la 1 (x) deve essere continua, essa deve annullarsi in corrispondenza dei limiti del segmento (0 e L).
All'interno del segmento invece, I’hamiltoniano & identico a quello della particella libera, poiché il potenziale
e nullo. Qual & dunque la differenza tra una particella libera ed una confinata su un segmento? La differenza
€ notevole, ed & dovuta ai vincoli imposti dall’annullamento della Y (x) per x=0 e x=L , che si dicono
“condizioni al contorno”®. Dal punto di vista formale, 'equazione di S. ammette sia una soluzione A sin( kx +
@) che A cos(kx + ¢)°. Non potendo scegliere tra le due, consideriamo il caso generale

4 ’espressione “condizioni al contorno” ha un significato piuttosto preciso in matematica, ed indica dei
vincoli che concorrono a determinare le soluzioni di un’equazione differenziale, che senza questi vincoli
potrebbe avere infinite soluzioni. In meccanica si chiamano invece condizioni al contorno i vincoli cui e
sottoposto un sistema od una porzione di esso. In questo caso valgono entrambe le definizioni. N.B. : non si
possono chiamare “condizioni di contorno” come ho talvolta letto nei compiti d’esame: non si tratta né di
verdure né di condizioni accessorie a piacere. Sono parte essenziale della definizione del sistema e ne
definiscono il comportamento ai confini (...contorni...).
> 'equazione ammette anche una soluzione esponenziale complessa. Si pud dimostrare che con una
soluzione esponenziale si ottengono risultati identici.
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Yx)=A4 sin(%nx +¢)+B cos(%”x + ¢) dove A e Bsono due costanti da determinare.

le condizioni al contorno impongono (verificare!)

P(0)=0 - B=0,p =0

YL)=0 - ZTHL =nn - 271: =k = - dove n & un intero qualsiasi >0
Le funzioni d’onda saranno quindi

. nm
Yp(x) = Asm(Tx)
e le lunghezza d’onda associate sono vincolate ad assumere i valori
2L
A ==conn=123,.
n
E’ da notare il fatto che n non puo essere uguale a zero, poiché in quel caso la funzione d’onda sarebbe nulla
in tutto il campo di esistenza, e non soddisferebbe piu i requisiti probabilistici.

Restano a questo punto da determinare le energie associate a queste soluzioni del problema. Vi sono due
strade percorribili. La pil semplice da un punto di vista concettuale, ma piu complicata da un punto di vista
matematico, & di applicare il terzo postulato e calcolare il valor medio dell’osservabile associata ad H

E= jl/)(x)*ﬁlp(x)dx

La via piU rapida (ma meno rigorosa) & invece quella che sfrutta il fatto che all'interno della scatola la

particella & libera, e la sua energia deve quindi essere puramente cinetica
2 2
h . . . .
E=2 = (si & sfruttata la relazione di de Broglie)
2m  2ma?

e sostituendo con le Atrovate in precedenza

h? ;n\2 n?%h?
no ﬁ(ﬁ) ~ 8ml?
A ciascun valore di n (ed alla i, (x) associata) corrisponde un diverso valore dell’energia E,,.

Le energie sono cioé quantizzate, e ciascun valore dell’energia e della funzione d’onda sono contraddistinti
da un numero n che prende il nome di numero quantico.

La quantizzazione ha avuto luogo per effetto del confinamento della particella.

Un’altra conseguenza molto importante del confinamento deriva dal fatto che il valore minimo dell’energia,

corrispondente a n=1, & diverso da zero e vale
h2
E,=—
17 gmiL2

Questo fenomeno é tipicamente quantistico, e I'energia minima prende il nome di “energia di punto zero”.
Essa & tanto piu grande tanto pil piccolo & L. Per L molto grandi tende a zero, come ci attendiamo per una
particella libera e per i sistemi macroscopici.

Resta a questo punto da determinare la costante A presente nella i, (x). Costanti moltiplicative di questo
tipo si determinano usualmente imponendo la condizione di normalizzazione della funzione d’onda

L
j Ol dx = 1
0

dove l'integrale e esteso da 0 a L perché la funzione & definita solo su questo intervallo.
Sostituendo, e ricordando che le ¥,,(x) sono reali si ha

fOLw)(x)Iz dx = foLAZSi"Z(%x) dx = A fOL sin*(Frx) dx =...= % "

" L'integrale indefinito vale [ sin?(uw)du = % - isin(Zu) + C.Ponendou = nL—nx

L L L . ,nm LA [u 1 . L 1a2nm 142
XxX=—u dx=—du A% sin?’(—x)dx =-— [— — —sm(Zu)]
nm nrw 0 L nw Lz 4 0

nmw 2 2



LA? . 2
— =1dacui A= |-
2 L

La forma completa delle funzioni d’onda & quindi

2  nm
Pn(x) = ZSL"(TJC)

ed e illustrata nella figura seguente.

Energy/(h%/8mL?)

-
X N
] U
—_ [ ]
2>
AN\

E’ da notare il fatto che la spaziatura tra i livelli dipende da n?, cioé i livelli vanno allontanandosi al crescere
di N. Inoltre, la loro distanza dipende da 1/L. Questo & esemplificato nella figura seguente: buche di
potenziale strette come in a) hanno livelli pit distanziati ed energia minima elevata, mentre scatole ampie
(b) hanno livelli ravvicinati e bassa energia minima. Questa osservazione ha carattere generale: osserveremo
un comportamento di questo tipo per tuttii tipi di buca di potenziale, anche con forme diverse.

A

E

a) b)

1.3 Particella nella scatola tridimensionale

L’estensione del problema precedente al caso tridimensionale, cioe al caso di una particella confinata da un
potenziale infinito in un volume a forma di parallelepipedo, si risolve in modo analogo, ma presenta alcune
novita concettuali.



Supponiamo che la nostra “scatola” abbia lati di lunghezza a,b,c lungo x,y,z. Poiché all’interno della scatola il
moto della particella e del tutto libero, le tre componenti del moto lungo x,y e z sono indipendenti tra loro e
possono essere risolte separatamente.

Come nel caso precedente, |'energia & tutta cinetica, e pud anch’essa essere scomposta in tre componenti
relative ai moti nelle tre direzioni

E=E,+E,+E,
Questa scomposizione ha importanti conseguenze. Infatti, se & possibile scomporre I’'energia in componenti,
sara possibile anche scomporre I’hamiltoniano in tre operatori che operano ciascuno su una variabile sola
H=H,+H,+H,
e I'’equazione di S. sara

(ﬁx + ﬁy + ﬁz)lp(x, y,z) = (Ex +E, + Ez)lp(x, Y, Z)

La soluzione di questa equazione puo essere grandemente semplificata facendo alcune assunzioni riguardo
alla forma della funzione d’onda Y (x,y,z). Poiché il potenziale non dipende da x, y e z (visto che &
semplicemente nullo ovunque), dobbiamo aspettarci che anche I'ampiezza di probabilita vari
indipendentemente® su x, y e z. Questo richiede che la funzione d’onda sia il prodotto di tre termini, ciascuno
dipendente da una sola variabile:

V(% y,2) = (DY, (Y2 (2)

Sostituendo nell’eq. Di S. complessiva si ha:

(I:I\Jf\-}_ ﬁy + H\z)lpx(x)lpy(ﬁ)’)l!)\z(z) = R
= Hx(lpx(x)way)lpz(z)) + Hy(’ubx(x)lky(ﬁ)’)lpz(z)) + Hz(wx(xllpy(y)lpz(z)) =
= lpy(y)lpz(z)wax(x) + ¢x(x)¢z(Z)Hyle(Y) + wx(x)ll’y(Y)Hzlpz(Z) = E¢x(x)¢y(Y)¢z(Z)

Dividento entrambi i termini per 1, (X)), (¥) P, (2) si ottiene:

Hx’ubx(x) Hylpy(y) ﬁzd’z@)_
5@ TR e

Cioé che I'energia totale del sistema si puo scrivere come somma di tre termini, ciascuno dipendente solo da
una variabile. Ma affinche la somma dei tre termini sia una costante, & necessario che cisacun termine sia
una costante. E’ quindi possibile scomporre I’equazione complessiva in tre equazioni indipendenti:

Hyhy (x) = ExPy(x)

Hyl/)y()’) = Eylpy(y)

H,(z) = E;,(2)
Cio significa che le tre componenti del moto possono essere trattate separatamente risolvendo tre equazioni
del moto, una per ciascuna variabile. Nel nostro caso le equazioni saranno identiche a quella descritta nel
paragrafo precedente (particella nella scatola monodimensionale).

5 Per “indipendentemente” intendiamo che I'ampiezza di probabilitd lungo una coordinata non varia al
variare dell’ampiezza di probabilita nelle altre due.
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E’ importante riconoscere che questo e possibile solo per il fatto che I’hamiltoniano & scomponibile in
operatori che operano su una variabile alla volta. Questo non & sempre possibile, anzi quasi sempre
I’hamiltoniano “mescola” le coordinate.

La fattorizzazione di una funzione d’onda di pil variabili spaziali in un prodotto di funzioni di singole variabili
semplifica grandemente la risoluzione di molti problemi quantomeccanici. Per questo motivo, come vedremo
in seguito essa viene talvolta utilizzata anche quando a rigore non sarebbe permessa, introducendo cosi
un’errore o un’approssimazione nel metodo.

Ritorniamo ora alla particella nella scatola tridimensionale. Abbiamo mostrato che le soluzioni saranno
prodotti di soluzioni viste nel paragrafo precedente, e cioé

8 mum . NyT . on,m
Pnnyns (6,7, 7) = = sin(= = X)sin(=)sin(=2)

E le energie associate saranno
2 2 2 2
Enx nynz — h_ (niz + an + nig)
’ 8m\ a b c

E’ importante notare che ciascuna componente del moto genera un numero quantico, e che pertanto i livelli
energetici e le funzioni d’onda della particella nella scatola tridimensionale sono caratterizzati ciascuno da
tre numeri quantici. Il loro significato fisico & analogo al caso monodimensionale: |a Yy, ny 1, (X, Y, 2) sara
una funzione con (n, — 1) nodilungo x, (n,, — 1) lungo y, e (n, — 1) lungo z.

Rappresentazione grafica delle funzioni d’onda

Le funzioni d’onda di sistemi tridimensionali possono essere rappresentate mediante diverse convenzioni
grafiche. Lo studente é invitato a riflettere sul preciso significato delle rappresentazioni usuali e sulle loro
definizioni. Le rappresentazioni piu comuni sono basate su sezioni e su isolinee/isosuperfici.

Ad esempio, € possibile rappresentare una sezione monodimensionale della i fissando i valori di due variabili
e rappresentando la terza. Se fissiamo y=% b e z=1/2 ¢ la funzione

(3b7¢)
Y xgb3ge

rappresenta I'andamento dell’ampiezza di probabilita lungo una retta parallela all’asse x che attraversa la
scatola nel centro rispetto agli assi y e z. Si pud facilmente verificare (fatelo!) che il grafico corrispondente e
identico ad una delle soluzioni della particella nella scatola monodimensionale.

Esercizio: disegnare le funzioni 11, ey, 11 iny=%bez=1/2c
E’ possibile anche fare sezioni bidimensionali, cioé sezionare la scatola con un piano e rappresentare su quel

piano I'ampiezza della funzione d’onda. Utilizzando un software adeguato, 'ampiezza della funzione puod
essere rappresentata come una distanza dal piano, come nell’esempio seguente

~b
Yu a2 (da https://en.wikipedia.org/wiki/Particle_in_a_box)
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Le sezioni bidimensionali possono anche essere rappresentate secondo la convenzione topografica delle
“curve di livello”, cioe dei luoghi dei punti nei quali la funzione assume un determinato valore costante.

(da http://www.colorado.edu/physics/phys2130/phys2130_fal2/lecture_pdfs/class41.pdf)
Infine, & possibile rappresentare (senza alcuna sezione) la superficie luogo dei punti in cui la i assume un
determinato valore prefissato (isosuperficie a Ycostante)

W1,1,1 W2,1,1
¥
X - v
W,

Wz,z,z

5,5,5

(da http://stackoverflow.com/questions/20385817/how-do-i-plot-the-surface-of-a-4d-plot)
1.4 Stati, livelli, degenerazione
La trattazione del problema della particella in una scatola tridimensionale ha fornito come soluzioni delle
funzioni d’onda dipendenti da tre numeri quantici ny, ny, n,. Si puo facilmente generalizzare questo risultato

affermando che qualsiasi sistema in n coordinate sara descritto da autofunzioni contenenti n numeri quantici.
Nel caso di una scatola cubica (cioe con a=b=c) 'espressione dell’energia si semplifica in

h? (nxz ny? nzz> h?

_ _ 2 2 2
Enxnynz = am\ a2 " b2 T2 ) T 8maz (nx +ny,"+n, )

Ne consegue che vi saranno piu stati con uguale energia, quali ad esempio

Y2110 Y121 Y112
che pur avendo autofunzioni differenti hanno tutti energia
6h?
" 8ma?

Stati diversi con uguale energia si dicono “stati degeneri” e le corrispondenti autofunzioni “autofunzioni
degeneri”. Si ha la comparsa di stati degeneri ogni qual volta un sistema presenti caratteristiche di simmetria,
come nel caso precedente.

Gli stati degeneri di un sistema quantistico godono di una importante proprieta (teorema):

12



Date n autofunzioni degeneri ¥, di un operatore Ocon autovalore o,,qualsiasi loro combinazione lineare &
ancora autofunzione di Ocon lo stesso autovalore o,,.
Infatti data una qualsiasi’ combinazione lineare ) = ay; + bip,

Oy = 0(ayy + bpy) = Oapy + Oby, = a0y + bOY, = ao, Py + boyh, = on(ahy + bypy) = 0pyp

1.5 Il confine tra MC e MQ: alcuni esempi

Il modello della particella nella scatola rappresenta il piu semplice modello nel quale compaiano fenomeni

tipicamente quantistici come:

— La quantizzazione dell’energia ed i numeri quantici

— LUenergia di punto zero

— Ladipendenza della spaziatura tra i livelli energetici dal confinamento

Questi fenomeni non si osservano nel mondo macroscopico, cioé per esempio:

— L’energia di una biglia che si muova senza attrito su un segmento (rimbalzando elasticamente quando
tocca gli estremi) non & quantizzata.
— Lastessa biglia puo avere energia nulla, cioe restare ferma in un punto del segmento.

— Cambiare la lunghezza del segmento non ha alcun effetto sulla biglia.

Come si concilia tutto cio con la meccanica quantistica?

Come possiamo decidere quale teoria applicare (classica o quantistica) per la descrizione di un dato sistema?
Come vedremo in alcuni esempi presentati nei prossimi capitoli, se si usa la meccanica quantistica non si puo
sbagliare, poiché le sue predizioni coincidono con quelle ottenute per via classica per sistemi macroscopici.
Per il momento, ci limiteremo a verificare le dimensioni delle osservabili quantistiche fin qui descritte nel
caso di oggetti, spazi e masse che vanno dal microscopico al macroscopico.

Si invita quindi lo studente a valutare numericamente i seguenti problemi, servendosi delle costanti

presentate all’inizio del capitolo 2.

biglia da 1g confinata su un
segmento di 1cm. Calcolare la
spaziatura tra i livelli energetici,
I’energia di punto zero e la velocita
minima ad essa associata.

monodimensionale.

Problema Guida alla soluzione Note
Oggetto macroscopico in spazio | Applicare le formule relative alla | La spaziatura & nulla ai fini pratici,
macroscopico. Considerare una | particella nella scatolaj|e per questo il sistema

Macroscopico ci appare come non
guantizzato. L'energia di punto
zero € minuscola, e la velocita
associata e nulla ai fini pratici.

Oggetto microscopico in spazio
macroscopico. Calcolare le
grandezze del problema
precedente per un atomo di He in
una scatola di lato 1 mm. Calcolare
il numero quantico medio
assumendo che I'atomo si trovi alla
temperatura di 4.2K.

Applicare le formule relative alla
particella nella scatola
tridimensionale. L'energia cinetica
media e legata alla temperatura
dalla relazione termodinamica
T=3/2kT (dove k & la costante di
Boltzmann 1.38*%10% J/K).
Supporre che l'energia cinetica sia

Anche in questo caso, pur essendo
maggiore, la quantizzazione e
trascurabile. Il numero quantico e
molto grande. Notare che cio ci
autorizza a trattare le traslazioni
delle molecole come fenomeni
classici, come si fa nella teoria
cinetica dei gas.

7 La dimostrazione si estende facilmente ad una c.l. di piu di due autofunzioni
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ugualmente ripartita nelle tre
direzioni del moto...

Oggetto microscopico in spazio | Stesse formule, scala|l fenomeni quantistici sono
microscopico. Questo & il caso | microscopica... rilevanti

dell’elettrone in una molecola o in
un centro F trattato nel testo.

Questi esempi mostrano come gli effetti quantistici siano del tutto trascurabili nel caso dei corpi macroscopici
e nel caso di corpi microscopici che si muovano su distanze macroscopiche. Il limite di applicabilita della
meccanica classica € abbastanza vicino al mondo microscopico delle molecole. Abbiamo mostrato come sia
ragionevole trattare classicamente le traslazioni delle molecole e degli atomi, ma vedremo nel prossimo
paragrafo che le vibrazioni molecolari (cioé i movimenti degli atomi vincolati in una molecola) richiedono una
trattazione quantistica. | moti degli elettroni in molecole ed atomi infine, richiedono sempre di essere trattati
quantisticamente.

1.6 Particella libera e nella scatola: la soluzione esponenziale

Nei capitoli dedicati alla particella libera ed alla particella nella scatola abbiamo incontrato un’equazione
differenziale semplice del tipo
62
dx?
ed abbiamo affermato che le soluzioni Y possono essere le funzioni sin x, cos x, e®*. In tutti i casi abbiamo
adottato per semplicita le funzioni trigonometriche. Cosa avremmo ottenuto se avessimo adottato soluzioni
esponenziali?
Nel caso della particella libera, abbiamo visto che una singola funzione sinusoidale, pur soddisfacendo I'eq.
di Schroedinger , rappresenta una caso limite con Ap = 0, con la conseguente completa indeterminazione
di x.

= costy

Esercizio: dimostrare che la funzione y(x) = Ae** é un’autofunzione dell’Hamiltoniano della particella libera
e mostrare che si ottiene lo stesso valore dell’energia ottenuto sopra con le funzioni sin e cos.

Nel caso della particella nella scatola (anch’essa libera entro i limiti della scatola) abbiamo ottenuto soluzioni
accettabili e ricavato importanti proprieta. Le soluzioni ottenute hanno tutte <p>=0. Questo puo
corrispondere o a uno stato di quiete (ma non & questo il caso perché abbiamo energia cinetica positiva) o
ad una combinazione di moti in direzioni opposte, i cui momenti si bilanciano. In altre parole, le soluzioni
sinusoidali non ci dicono nulla circa la direzione in cui si muove la particella.

La soluzione esponenziale invece, ha il pregio di essere non solo un’autofunzione dell’operatore energia, ma
h o
i Ox

Infatti pyp(x) = Tf,taa—x (Ae™*+®) = th(Aeka"l’) = thlp(x)

anche dell’operatore quantita di moto p =

. L . hk . .
Tuttavia, dato che p &€ un operatore Hermitiano, I'autovalore - deve essere reale (inoltre nessuna osservabile

puo essere complessa) e quindi k deve essere sempre un numero complesso puro. Sostituiamo quindi k con
ik (dove i e I'unita complessa) ed otteniamo

py(x) = hkip(x)
Cioe gli autovalori o valori osservabili della quantita di moto valgono hk. Se k & positivo (p) sara positivo,
cioé la particella si muovera nella direzione dell’asse positivo delle x. Se k & negativo si muovera nella
direzione opposta. Notare inoltre che nell’espressione precedente abbiamo per I’'ennesima volta dimostrato

la relazione di de Broglie, infatti, ricordando il significato del vettore d’onda k
(p) = h2m h
PP=omn 2~ 2
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Concludiamo osservando che per la soluzione del problema della particella nella scatola avremmo potuto
adottare, al posto della soluzione Y(x) = Asin(kx + ¢) + B cos(kx + ¢) una soluzione altrettanto valida
e generale del tipo:

Aeikx+d) + Be—ikx+d)
Che possiamo anche vedere come una sovrapposizione di onde che viaggiano in direzioni opposte.

Esercizio (noioso ma semplice): mostrare che la funzione d’onda
P(x) = Aek**+¢ 4 Be~ikx+¢ & qutofunzione dell’Hamiltoniano della particella in una scatola e che da essa
si ottengono gli stessi autovalori dell’energia ottenuti precedentemente.

1.7 Applicazioni del modello della particella nella scatola

1.7.1 - La descrizione degli elettroni delocalizzati nelle molecole organiche ed il colore dei polieni

I modello della particella vincolata ad un segmento puo essere utilizzato per descrivere il comportamento di

un elettrone di tipo 7 in una molecola contenente una serie di di doppi legami coniugati, ad esempio la
molecola CgHip mostrata nella figura seguente.

A avavd

Come & noto dai corsi di chimica organica precedenti, queste molecole sono planari e gli elettroni piu esterni
occupano un gruppo di orbitali molecolari “delocalizzati” estesi a tutta la lunghezza della molecola, formati
dalla sovrapposizione degli orbitali p, perpendicolari al piano della molecola.

pY

Un elettrone che si muova in questo sistema di orbitali puo essere descritto in prima approssimazione con il
modello della particella su un segmento. La lunghezza del segmento sara la lunghezza della molecola, ad
esempio circa 9 Angstrom nell’esempio precedente.

Eserciziol: calcolare I'energia dello stato fondamentale di un elettrone su un segmento di 9 Angstrom ed
esprimere il risultato in kl/mol.

Il colore delle molecole organiche & dovuto a transizioni degli elettroni piu esterni verso i livelli non occupati
superiori. Nel caso dei polieni coniugati, anche questi livelli sono ben descritti dal modello della particella
nella scatola. La figura seguente mostra gli orbitali molecolari corrispondenti, calcolati con il metodo LCAO,
abbastanza accurato, che sara descritto nell’ultimo capitolo.
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Notare la somiglianza con le autofunzioni della particella nella scatola, con un crescente numero di nodi al
crescere del numero quantico e dell’energia.

In particolare la transizione dal piu alto livello occupato (HOMO: Highest Occupied Molecular Orbital) ed il
piu basso livello non occupato (LUMO: Lowest Unoccupied Molecular Orbital) & la piu probabile. L'energia
necessaria per eccitare questa transizione ¢ la variazione di energia tra i primi due livelli del nostro modello

22h%  1%2p?
gmi Bml?

AElZ = EZ _E1 =

Questa quantita di energia & esattamente quella che deve essere fornita dal fotone per eccitare la transizione.
Ricordando la relazione di Einstein E = hv otteniamo la frequenza della radiazione assorbita. Quando questa
cade nel campo del visibile la molecola appare colorata!

Esercizio 2: calcolare AE;, la frequenza ve la lunghezza d’onda A della radiazione di energia corrispondente.
Determinare a quale campo spettrale appartiene (UV, Visibile, IR? Aiutarsi con l'illustrazione sequente)

Come verificato nell’esercizio precedente, al crescere della lunghezza / della molecola, AE;, decresce e la
frequenza di assorbimento si sposta dall’ultravioletto all’infrarosso passando per il visibile. Per questo motivo
, le molecole con piccoli sistemi 1 delocalizzati sono incolori perché assorbono solo nell’lUV (ad esempio
etilene, butadiene, benzene. Al crescere delle dimensioni del sistema di doppi legami, I'assorbimento si
sposta nel visibile (violetto-blu) e le molecole appaiono del colore complementare non assorbito (tonalita di
rosso). Per molecole di dimensioni ancora maggiori I'assorbimento si puo spostare ulteriormente nel rosso
e le molecole appariranno di tonalita del blu.

40 70 A (nm) o

v (Hz) 7.5 101 43410
<

uv Vis IR
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1.7.2 — | “centri F” negli alogenuri

Si chiamano “centri F” i difetti nel reticolo cristallino degli alogenuri alcalini ottenuti rimuovendo un anione
e lasciando nel difetto la sua carica negativa. Ad esmpio, in NaCl, rimuovendo un atomo neutro di Cl e
lasciando I'elettrone in piu di CI" nel difetto. Questi difetti possono essere generati per irraggiamento dei
cristalli con particelle pesanti (ad esempio neutroni) di energia opportuna e sono frequanti nei giacimenti di
Sali che sono stati esposti a radioattivita intensa. Il difetto € costituito da uno spazio vuoto(anche detto
“lacuna” allinterno del reticolo, contenente un elettrone confinato. Esso puo essere descritto con il modello
della particella nella scatola cubica.

Esercizio: | centri F del cloruro di sodio hanno un massimo di assorbimento a 560nm. Calcolare le dimensioni
della cavita corrispondente, assumendo il modello della particella in una sctola cubica.

1.8 Gradini di potenziale ed effetto tunnel

Ora che conosciamo I'equazione di una particella che si muove in una certa direzione possiamo affrontare il
caso molto semplice di una particella che incontri una barriera di potenziale “a gradino”.

Assumiamo un potenziale come quello illustrato nella figura seguente, costituito da un gradino di altezza Vo

Vo

v

X

Immaginiamo una particella che occupi la regione 1, con energia E<Vj . La particella € libera e la sua funzione
d’onda puo essere scritta nella forma esponenziale

ll)l — Aeikx+¢ + Be—ikx+¢)
Questa forma ha il vantaggio di poter essere letta come la sovrapposizione di due onde: un’onda incidente
proveniente da sinistra, con coefficiente A, ed un’onda riflessa dal gradino, con coefficiente B, che si muove
nella direzione opposta. | valori di A e B dipenderanno dal potere riflettente della barriera, e per ora non ce
ne occupiamo. Sostituendo nell’equazione di S., possiamo ottenere il valore di k

i = 2mE
R
Consideriamo ora la regione 2 (e I'autofunzione ¥,) . Quil'eq. di S. &
h? 0y, —(E—V
s = (E = Vo),
Che riscriviamo
Y, 2m
322 = 7z Vo=~ )2
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Se sostituiamo una generica forma esponenziale per ),

W, = Ce ¥
K '
a;pzz = k"*Cek™ = k™,
da cui
2 2 , 2
K*="2 (o —E) k'= |55 (Vo—E)

Questo risultato ha una grande portata generale. Se la particella ha energia E superiore all’altezza del gradino
Vo il termine sotto radice sara negativo e k' sara un numero complesso. La funzione d’onda sara quindi del
tipo

P, = Ce—ik’x
cioe una funzione oscillante (ricordare Eulero!).
Se invece la particella ha energia inferiore all’altezza della barriera, (V, — E) > 0 ed il termine sotto radice &
positivo. k’é quindi un numero reale e "autofunzione non & pit una funzione oscillante ma un semplice
decadimento esponenziale! Cio significa che anche se la particella ha energia inferiore all’altezza della
barriera, la sua funzione d’onda non e nulla all’interno di essa, ma decresce esponenzialmente al suo interno,
con un coefficiente di decadimento tanto piu grande tanto piu alta e la barriera (o tanto piu piccola e
I'energia).
In altre parole, le particelle sono in grado di penetrare barriere di potenziale classicamente proibite®, anche
se al loro interno la loro funzione d’onda decade rapidamente. Questo fenomeno prende il nome di “effetto
tunnel” ed e responsabile di molti fenomeni fisici tecnologicamente e biologicamente importanti.

Se consideriamo una barriera a gradino che separi due regioni a potenziale nullo si dimostra facilmente che
una particella con energia inferiore alla barriera si trova nella situazione descritta dalla figura seguente.

A
Energia
potenziale V
Vo
Regione 1 Regione 2 Regione 3
A onda incidente decadlme'ntlo onda trasmessa per
Parte reale W = Aelkx eésponenziale effetto tunnel
i / R
/ x'
onda riflessa
w — Be—ikx

Nella regione 1 osserviamo l'onda incidente e la corrispondente onda riflessa dalla barriera; raggiunta la
barriera una parte dell’onda la penetra decadendo esponenzialmente( regione 2), fino ad emergere dalla

8 per “classicamente proibite” intendiamo il fatto che in meccanica classica, una particella pud superare una
barriera di potenziale solo se ha energia superiore ad essa. In caso contrario rimbalza e la probabilita di
trovarla oltre la barriera e nulla.
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faccia opposta. Nella regione 3 la particella € di nuovo libera e descritta da un’onda esponenziale. La
condizione di continuita della ¥ fa si che 'ampiezza dell’onda sia molto minore, e tanto piu piccola tanto piu
rapido é stato il decadimento all’interno della barriera.

Approfondimento obbligatorio. studiare (qualitativamente) i seguenti fenomeni/tecnologie nei quali si
manifesta I’effetto tunnel:

e Microscopio elettronico ad effetto tunnel

e Diodi ad effetto tunnel

e [Effetto tunnel nel legame idrogeno e suoi effetti biologici (DNA)

1.9 Oscillatore Armonico

Consideriamo ora la trattazione quantistica del problema dell’oscillatore armonico descritto classicamente
nel capitolo 1. Consideriamo cioé¢ il moto di una particella soggetta ad un potenziale armonico, limitandoci
al caso monodimensionale.

1.
V==kx
2
Questa situazione & in prima approssimazione quella in cui si trova un atomo in una molecola pesante,
guando accorciamo e allunghiamo il legame chimico che lo lega al resto della molecola. In questo caso x
rappresenta la deformazione del legame rispetto all’equilibrio. L'origine della forza di richiamo verso la

distanza di equilibrio, e quindi del potenziale, € il legame chimico, di cui per ora non sappiamo nulla.
Scriviamo I’hamiltoniano e I'equazione di Schroedinger.

1.2 A _ —h? 92

V= ka r= 8m2m d0x?
—h? 92%yY(x)
8m?m 0x?

k
+5 2P0 = EP(x)
Osservazioni qualitative

La presenza del termine potenziale rende non triviale la soluzione di quest’equazione differenziale. Alcune

caratteristiche della soluzione possono tuttavia essere dedotte in base a considerazioni qualitative:

a) poiché si tratta di una buca di potenziale concettualmente non troppo dissimile, se non per la forma,
dalla buca di potenziale infinita discussa nei paragrafi precedenti, possiamo supporre che le soluzioni
saranno funzioni d'onda con una forma (graficamente) analoga.

b) Anche se non possiamo dire nulla sulle energie permesse, € logico attendersi |'esistenza di un'energia di
punto zero. Poiché la spaziatura tra i livelli dipende dalle dimensioni entro le quali la particella e
confinata, & logico attendersi che I'allargarsi della buca di pontenziale verso I'alto corrisponda ad ad un
decremento della spaziatura tra i livelli, rispetto a quello atteso in base al modello del potenziale infinito
(AE « n?).

c) Poiché il I'energia potenziale tende ad infinito solo per valori infiniti di x, dobbiamo attenderci che le
funzioni d'onda tendano a zero in modo asintotico per x — +oo. Questo comportamento, & tra l'altro
anche richiesto dall'interpretazione probabilistica della funzione d'onda vista nel capitolo precedente.

d) E'logico inoltre attendersi che le soluzioni siano funzioni oscillanti, con un numero di nodi crescente al
crescere dell'energia, cioe con oscillazioni piu "fitte" al crescere del numero quantico. Queste soluzioni
non possono pero essere periodiche, poiché non soddisferebbero il punto c).

In base a queste considerazioni, & possibile disegnare in modo qualitativo la forma della funzioni d'onda

attese! Lo studente verifichi le considerazioni a)-d) sui grafici (quantitativi) delle soluzioni, riportati al termine
di questo paragrafo.
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L'osservazione fatta al punto c) ha importanti conseguenze. | requisiti che la funzione d'onda sia una funzione
continua e che esista la sua derivata seconda in ogni punto, implicano che la funzione d'onda di una particella
soggetta ad una qualsiasi barriera di potenziale si smorzi in modo continuo al penetrare nella barriera. Nel
caso in cui l'energia cinetica della particella sia inferiore all'altezza della barriera la meccanica classica
predirrebbe il "rimbalzo" della particella, con conseguente probabilita nulla di trovare la particella al"interno
della barriera. In meccanica quantistica invece, la probabilita pud solo decrescere, ma non annullarsi. Le
particelle possono cioé occupare regioni dello spazio classicamente proibite, come mostrato nel paragrafo
precedente.

La soluzione formale
La soluzione analitica dell'equazione di Schroedinger per una particella in un potenziale armonico

("oscillatore armonico") si ottiene attraverso una serie complessa di sostituzioni di variabili che riducono I'eq.
di S. ad un’equazione differenziale nota, I'equazione di Hermite

9%9(q) 99(q)
32 + —2q 3q +2n¢(q) =0

che ha per soluzioni una famiglia di polinomi notevoli detti polinomi di Hermite.

| polinomi di Hermite sono infiniti e possono essere generati con regole ricorsive che non riportiamo.
Limitiamoci a considerare i piu semplici:

9

n @n
0 Qo =1
1 1 =2q
2 Py =49 =2
3 @3 =8q° —12q
4 @, = 16g* — 48q% + 12
5 @5 = 32q° — 160¢3 + 120q

Le soluzioni dell'eq. di S. sono:

Yn(x) = Nnd)n(Q)e_qz/z

con

B 1/2
g=\Bx  p=2(mk)!? N, = )

2™n!

(x, m e k sono la posizione, la massa e la costante di forza dell'oscillatore)

A ciascuna X) € associata un'energia
n

Lk e n=0,12,..

T 2mm

E,=n+1/2)hv con

% | Polinomi di Hermite soddisfano la relazione ricorsiva H,,; = 2qH, — 2nH,,_;, che permette di
determinare tutta la serie.
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La figura seguente illustra lo schema dei livelli energetici e le relative funzioni d'onda.

' 2
Ys
1] 2
Y,
lI’f-] . I "-.".lfxl X -l'l"]
~ Harmonic oscillator
Lo2ssicsl - potential and
L] | imits R | | 2
wavefunctions 1"
Y, 0

Notiamo alcune caratteristiche salienti delle soluzioni:

a) l'energia & quantizzata in unita hv, e la B, che si puo interpretare come frequenza dell'oscillatore
quantistico, ha lo stesso valore ottenuto dalla trattazione classica (v. Cap. 1). E' importante notare fin
d'ora il fatto che la misura della frequnza permette di ricavare informazioni dirette sulla forza del legame
chimico interessato alla vibrazione®.

b) Ilivelli energetici sono equispaziati (AE = hv) e I'energia di "punto zero" vale Ey = %hv

c) Lafunzione d'onda dello stato n-mo e costituita da un polinomio di grado n moltiplicato per un termine
esponenziale che porta la funzione a zero per x — +o<. Il polinomio di grado n possiede n zeri, che
formano "punti nodali" analoghi per posizione e numero a quelli osservati nel caso della particella nella
scatola.

d) Al crescere di n, si osserva un aumento della probabilita di trovare la particella vicino agli estremi della
buca. Cio corrisponde alla previsione classica, che prevede la probabilita massima in corrispondenza
dell'estensione massima del moto, dove la velocita € nulla.

e) in tutti gli stati, esiste una probabilita non nulla di trovare I'oscillatore in una posizione piu elongata
dell'elongazione massima prevista dalla meccanica quantistica (indicata come "classical limit" in figura).

I modello della particella in un potenziale armonico viene utilizzato correntemente per interpretare i moti di
vibrazione degli atomi nelle molecole, misurati per via spettroscopica. A tal fine si assume che al variare di
un dato parametro geometrico della molecola I'energia molecolare vari in modo armonico con la
deformazione. Cio & vero con buona approssimazione per piccole deformazioni.

La variazione di geometria della molecola puo avvenire modificando una distanza o un angolo di legame, o
distorcendo in modo piu complesso la molecola, secondo un "modo normale di vibrazione" (vedi i capitoli

101 3 formula permette anche di collocare qualitativamente le frequenze di vibrazione dei legami chimici tipici
di diverse coppie di elementi. Ad esempio, le frequenze massime si osserveranno per legami singoli
coinvolgenti I'atomo di idrogeno: H-H(4100 cm™), O-H (3700 cm™), C-H (3100cm™ A parita di elementi
coinvolti, la frequenza di vibrazione permette di distinguere legami singoli da legami multipli, ecc. Questi
aspetti verranno approfonditi nei corsi di spettroscopia.
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sulla simmetria e sulle spettroscopie). || modello dell'oscillatore armonico fornisce lo spettro delle energie
vibrazionali permesse e la funzione d'onda vibrazionale. Quest'ultima si interpreta come |'ampiezza di
probabilita che la molecola si trovi ad un certo grado di distorsione rispetto alla posizione di equilibrio.

Un esempio elementare (con qualche anticipazione spettroscopica...)*

Il legame O-H (nell'acqua o in generici gruppi R-O-H) & uno dei piu comunemente osservati da un punto di
vista spettroscopico. Il legame e lunco circa 1 Angstrom (0.96 in H,0). Poiché il momento di dipolo varia
variando la distanza O-H, le vibrazioni del legame vengono facilmente eccitate dalla radiazione
elettromagnetica. Come si vedra nei capitoli sulle spettrooscopie, il trasferimento di energia dalla radiazione
alla molecola (assorbimento) avviene solo quando l'energia della radiazione (E=hv) coincide con una
differenza di energia tra due stati della molecola.

Nel caso di tutte le molecole che contengono il legame O-H, si osserva un'assorbimento nell'infrarosso, ad
una "frequenza" di circa 3600cm™ (I'unita "cm™", detta "numero d'onda", indica il reciproco della lunghezza
d'onda, ed ¢ la piu diffusa nella spettroscopia infrarossa). La presenza di questo assorbimento caratteristico
puo essere usata per determinare la presenza di acqua o gruppi -OH in un campione (per esempio l'intensita
dell'assorbimento viene utilizzata per controllare con precisione il grado di essiccazione nella produzione
industriale della pasta).

Inoltre, la frequenza di assorbimento fornisce indicazioni sulla natura del legame chimico coinvolto.

Infatti, I'energia corrispondente si ottiene nel modo seguente:

108 c—1
¥ = 3600cm™! A=2=278-10"%cm = 2.78 - 10~5m y=S=310m  _ 408.

v A 2.78:10~%m
10145—1

(notare che la lunghezza d'onda della radiazione IR & dell'ordine dei BIm -"micron")

Eehyehl o 6.63-107%*Js-3-10%ms™" 715 . 10-20
SwWERAgE 2.78-10-6m =7 J

Questa energia deve eguagliare la differenza di energia tra lo stato fondamentale vibrazionale della molecola
e I'energia del primo stato eccitato.

Ei=shv  E=(n+3)hv=2hy AE = hv = 7.15 - 1072]
(sembrerebbe una piccola energia, ma bisogna ricordare che é assorbita da una singola molecola! Se
consideriamo una mole di molecole si tratta di un discreto calore...)

Nelle ultime equazioni, @ & la "frequenza" di vibrazione quantistica. In base alla sua definizione, possiamo
risalire alla costante di forza della buca di potenziale, cioé alla forza del legame chimico.

V= 1 |k m= mo-my _ 16.0uma-1.0luma 1.66 - 10_27% — 158 - 10_27kg

T 2mAm - mo+myg " 16.0uma+1.01uma

k = 2nv)?m = (2n1.08 - 1057 1)21.,58 - 107%7kg = 7.27 - 10%°kgs™2 = 727Nm™!

| legami OH in molecole diverse mostrano frequenze di assorbimento leggermente diverse (3500-3750cm-1),
cui corrispondono costanti di forza differenti. E' quindi chiaro come la misura dello spettro di assorbimento
nell'infrarosso consenta di confrontare la forza dei legami chimici. Cid ha spesso una grande utilita pratica:
nel caso dei legami OH per esempio, la forza del legame e correlata all'acidita di Broensted (cessione di H*),
ed e possibile una misura spettroscopica dell'acidita.

11 Questo esempio & da seguire con attenzione. Lo studente dovra essere in grado di applicare lo stesso
procedimento ad altre molecole, di cui venga assegnata la frequanza di vibrazione o la costante di forza.
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Dallo stesso esempio, possiamo inoltre ricavare quale sia la scala dei tempi delle vibrazioni molecolari. Infatti,
il periodo dell'oscillazione ¢ il reciproco della frequenza:

1

T=1/v=—re—
/ 1.08-1014s~1

=9.26-10"1°s = 9.26fs

Immaginando il moto del legame come un'oscillazione classica, il suo periodo e quindi di 9.26 femtosecondi.
Questa sara quindi la scala dei tempi da adottare quando si vogliano eseguire simulazioni dei moti degli atomi
sotto |'effetto di forze chimiche (Dinamica Molecolare).

1.10 Oscillatore anarmonico

Abbiamo visto nel paragrafo precedente che la principale applicazione del modello dell'oscillatore armonico
€ nella descrizione dei moti di vibrazione degli atomi nelle molecole. Tuttavia, il potenziale in cui si muovono
i nuclei (cioe il legame chimico) & solo in prima approssimazione armonico. Pil in generale si tratta di un
potenziale la cui forma dipende dalla struttura elettronica del legame, e puo essere determinato in modo
accurato risolvendo I'equazione di Schroedinger elettronica, come vedremo nel capitolo 7.

Possiamo tuttavia anticipare fin d'ora alcune caratteristiche del potenziale, che si desumono da
considerazioni qualitative: a) per grandi elongazioni della distanza di legame, la forza di richiamo deve
diminuire (anziché aumentare quadraticamente come nel modello armonico) permettendo la dissociazione
del legame; b) per piccoli valori della distanza di legame, la repulsione tra gli atomi deve crescere in modo
piu che quadratico, per effetto dell'impenetrabilita degli atomi (repulsione di Pauli, vedi Cap. 6).

La funzione energia potenziale per lo stiramento di un legame chimico ha quindi un andamento del tipo
mostrato nella figura seguente.

{ )
/ Harmonic

E(X)

Per piccole deviazioni dalla distanza di equilibrio, il potenziale & simile ad un potenziale armonico (curva
tratteggiata), mentre se ne discosta significativamente per deviazioni maggiori. E' percio chiaro che
I'approssimazione armonica vale solo per piccole oscillazioni del legame, cioé per piccoli numeri quantici
vibrazionali.

Non esiste un’espressione analitica esatta, derivata in base ai principi della MQ, che descriva |'energia
potenziale di una molecola in funzione delle sue caratteristiche geometriche. Tuttavia, poiché & possibile
calcolare con precisione I'energia di qualsiasi conformazione molecolare, & possibile ottenere
numericamente (per punti) la curva desiderata (cfr. Cap. 7, approssimazione di Born-Oppenheimer).
L'andamento della curva pud inoltre essere descritto piuttosto bene da varie espressioni analitiche
empiriche, quali ad esempio il potenziale di Morse:
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V(x) = D(1 — e~aC—%0))?

che contiene i parametri D (profondita della buca o energia di dissociazione) ed a (legato alla curvatura della
buca). La curva della figura precedente é stata disegnata proprio utilizzando quest’equazione, con D =XXX ed
a=xxx. | parametri possono essere ottenuti per via sperimentale o per fitting di una curva calcolata per punti
come descritto al Cap. 7. Nota I'espressione del potenziale, & possibile risolvere I'equazione di Schroedinger
relativa, ottenendo le funzioni d’onda e le energie permesse.

Alcune considerazioni qualitative

Alcune caratteristiche delle energie e delle funzioni d’onda permesse possono essere desunte dalle
caratteristiche qualitative del potenziale:

a)

b)

Per piccole deformazioni rispetto alla geometria di eqilibrio, le soluzioni devono tendere a quelle
dell’oscillatore armonico.

Al crescere del numero quantico, e quindi dell’energia, 'oscillatore si trovera soggetto ad un potenziale
piu “largo” (parete meno ripida e spostata a x maggiori) rispetto a quello armonico. |l modello armonico
(e quello della particella nella scatola) ci permettono di affermare che a questa minore costante di forza
e/o ad una maggiore ampiezza della buca corrispondono minori spaziature tra i livelli energetici. La
spaziatura deve diminuire al crescere di n.

Per energie totali del sistema superiori a D, la forza di richiamo si annulla poiché I'energia potenziale
assume valore costante. Cio & equivalente a dire che la/le particella/e sono libere o — in termini
molecolari— che il legame e rotto. Ma I’energia di una particella libera non € quantizzata, e puo assumere
uno spettro continuo di valori al di sopra di D.

Possiamo quindi affermare che lo spettro delle energie permesse per I'oscillatore in un potenziale di Morse
sara caratterizzato da una spaziatura di circa hv per i primi numeri quantici, e da spaziature che descescono
gradualmente al crescere di n, fino ad annullarsi per E = D, come mostrato nella figura precedente.

La soluzione formale dell’eq. si Schroedinger nel potenziale di Morse fornisce lo spettro di energie:

En

= (n+%) hv — (n+%)2)(ehv con Y =—

a’h

2u

dove u e la massa ridotta e y,, prende il nome di costante di anarmonicita. E’ interessante notare che quando
sia possibile misurare I'energia di transizioni tra diversi livelli energetici, questa espressione permette di
ricavare I'anarmonicita e I’energia di dissociazione.

1.11 Particella su un cerchio (rotatore rigido)
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Le applicazioni discusse nei paragrafi precedenti riguardavano tutte moti di traslazione di particelle soggette
a potenziali di varia natura. Consideriamo ora la meccanica dei moti di rotazione, analizzando il caso piu
semplice: la rotazione di un corpo intorno ad un asse, in assenza di campi di forze, cioé a potenziale nullo. La
discussione che segue si applica sia alla rotazione di un corpo intorno ad uno dei propri assi principali, sia al
moto di una particella vincolata (da forze che ignoriamo) su una traiettoria circolare.

Per questo motivo, i risultati ottenuti saranno fondamentali sia per la descrizione dei moti rotazionali delle
molecole che per la descrizione dei moti degli elettroni negli atomi.

La trattazione che segue fa riferimento al caso fisico della particella su un cerchio (Fig. C), ma & del tutto
identica alla descrizione della rotazione di un corpo qualsiasi (Fig.A) o di una molecola (Fig.B).

In meccanica classica, si definisce il momento angolare come
L=pXT=mvXT
il cui modulo vale
L =pr-sind
L'energia del rotatore si pud esprimere come
p2 L2 L2

E=-—=—=== dovel = mr? & detto momento d'inerzig del rotatore.*?
2m ~ 2mr?z T 21

Dall'equazione precedente risulta chiara I'analogia concettuale traped L, med I.

Alcune proprieta del rotore quantistico si possono ottenere in base a considerazioni qualitative analoghe a
quelle utilizzate per la descrizione della particella libera e della particella nella scatole. In particolare, se
combiniamo la definizione di momento angolare con la relazione di de Broglie otteniamo

p=73 L=pr="

A A
poiché il rotatore non e soggetto ad alcun potenziale, possiamo supporre che sia descritto da una funzione
periodica analoga a quella della particella libera. Tuttavia, il confinamento della particella su di un cerchio
introduce un vincolo importante: la funzione d'onda deve ripetersi identicamente ad ogni giro. Se cosi non
fosse sarebbe violato il requisito che la funzione d'onda sia una funzione ad un solo valore.
In termini formali, il vncolo é:

Y(p) =¥ (p +n2m)

12 Nel caso di un rotatore costituito da pil particelle (ad esempio una molecola), il momento di inerzia & é la
somma dei momenti delle singole particelle: I = Y; m;1;2.
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ed é soddisfatto solo se A& un sottomultiplo della circonferenza, cioé
I

da cui deriva

L_hr_hnr_ h - i
T —an—nzn—n

Il vincolo imposto risulta in una quantizzazione del momento angolare, e i valori permessi di L sono multipli

di % = h. La costante di Plank prende dunque il significato aggiuntivo di unita di misura naturale del

momento angolare.
La quantizzazione del momento angolare si traduce in quantizzazione delle energie. Infatti:
L2 n?h® n?h?

E = ==
"2 4m22]  8m?l -
Questo risultato & analogo a quello ottenuto per la particella nella scatola (E,, = ;lm—Lz). Cio si spiega se si

considera il problema del rotatore come quello del moto su un segmento unidimensionale piegato su se
stesso fino a farne coincidere gli estremi.

La soluzione formale

Poiché il potenziale € nullo, cioe la particella non & soggetta ad accelerazioni lungo la circonferenza,
I'equazione di Schroedinger e quella di una particella libera:

_hZ 62 62
s (30 + 357) P (6, 9) = E¥(x,9)

8mZm

dove le soluzioni ¥(x,y) sono vincolate ad un cerchio. E' quindi conveniente trasformare il problema in
coordinate polari, 7, ¢

x =rcos(p)
y =rsen(¢)

Poiché nel moto su un cerchio r & costante, si otterra una funzione d'onda ¥ (¢), il cui significato & I'ampiezza
di probabilita che il rotatore si trovi nella posizione angolare ¢.

. . .. ... 0 0
Per trasformare I'equazione di S., occorre trasformare i differenziali 9y

0 008 _ iyl o ___1 0
6<p_6x6(p_ ¢ dx ax rsin(g) 0@
0 _ 00y _ 3} a _ 1 A
dp - dy ¢ - T‘COS((p) ay oy - rcos(p) 0@

a2 . . . . .
F prende di conseguenza una forma piuttosto complessa. Una “scorciatoia” per arrivare
alla soluzione & quella di considerare il moto del sistema lungo una coordinata s che rappresenta lo
spostamento lungo la circonferenza.

L’eq. di S. diventa:

. 92
Il Laplaciano Py +
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—h? 02
%a—szlxu(S) = E'“IJ(S)

Per un arco di cerchio infinitesimo di apertura dgvale
ds =rdeo
da cui si ricava

% w(p) = E¥(g)

2mr2 d¢?

. . . . . . . . . S
identica a quella per la particella libera, fatta eccezione per il fatto che al primo termine abbiamo Tanzmhe
—h?
2m’
Notare che con questo procedimento abbiamo incluso il vincolo della traiettoria circolare nell'eq. di

Schroedinger.

Portando tutti i coefficienti a destra, risulta chiaro che I'equazione ammette una qualsiasi soluzione
sinusoidale o esponenziale (la forma esponenziale € piu generale).

i Yo = —8n21Elp
a(pz ((p) - hz ((p)
Y(p) = Ae'™® con m= @

Il coefficiente A si ricava imponendo la condizione di normalizzazione

21 21 21

2T
f Y(p)'¥(p)dp = Azf e~ imPeime g = Azf e~ imerime gy = A2 [ dep =1
0 0 0 0
dacuid = —
a Cul = o

Applicando la condizione che la funzione d'onda sia ad un solo valore nell'intervallo[0,27r]otteniamo:
q;((p) — ‘z"((p + 27.[) — Aeim(go+2n') — Aeim(p+im2n — Aeim(peimZn — q;((p)eimZn
che e soddisfatta per

e?™m =1 (ricordare la rappresentazione nel piano complesso)

da cui si ricavano i valori permessi di m

{m=0
2mm = +2m,+4m,... o m=0,+1,+2,...

Ricordando il significato di m otteniamo le energie permesse
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2nvV2IE
m=

P 0,+1,+2,.. (notare che m e adimensionale e puo essere considerato un numero
guantico)
m2h? . .
=0 (come gia ottenuto in precedenza)

Una importante conseguenza di questo risultato e il fatto che tutti i livelli sono doppiamente degeneri,
perché si ha lo stesso valore dell’energia per +m

Considerriamo ora il momento angolare

2
E:% L =+ZIE L=0,+h +2h,..

Otteniamo quindi la quantizzazione del momento angolare gia ricavata in precedenza, con la precisazione
che il segno puo essere sia positivo che negativo, a seconda della direzione del moto.

La figura seguente illustra alcune delle autofunzioni del rotatore, adottando la convenzione di rappresentare
I'ampiezza della funzione d'onda come distanza dal piano della traiettoria. La soluzione a m=0 corrisponde
ad una probabilita costante di trovare la particella a qualsiasi posizione angolare. Le soluzioni con m superiori
presentano 2m massimi di probabilita in corrispondenza di determinate direzioni, separati da 2m nodi.

Il rotatore quantistico presenta quindi la caratteristica insolita di "preferire" certi angoli, determinati dal
valore del suo momento angolare.

g m=+3

my=+2

m=+1

E' importante notare che abbiamo ottenuto i valori quantizzati del momento angolare dalla soluzione
dell'equazione di Schroedinger. Abbiamo cioé ricavato che le autofunzioni dell'Hamiltoniano, definiscono
degli stati nei quali il momento angolare assume un ben preciso valore. Ma dai postulati della meccanica
guantistica si ricava che se un'osservabile e definita in modo univoco in un dato stato, quello stato e
autofunzione dell'operatore corrispondente.Infatti, se Lgp(¢) = Lop(¢)

(Ly = f¢(<p)*Z¢(<p)d<p =Lf¢(<p)*¢(<p)d<p =L

He L possiedono dunque le stesse autofunzioni. Verifichiamolo costruendo L secondo i postulati della
meccanica quantistica. Se consideriamo la rotazione su un piano perpendicolare all'asse z

L, = xpy — Ypx
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~ h 0 h o h(a 6)

# = omiay  2miox  2mi\ oy Y ox

Utilizzando le trasformazioni di coordinate (e differenziali) ricavate in precedenza otteniamo
- h 0
L

Z 7 2midg
Applichiamo ora L alle autofunzioni di H trovate in precedenza

P w _ha(l im(p)_l h im(p_hmlp
z ((p)_Znia(p \/Ee _\/EZnilme T2 (@)

Gli autovalori di L valgono dunque m#, come ottenuto in precedenza.

1.12 Particella su una sfera (cenni)

La naturale estensione del problema precedente ¢ il problema del moto di una particella vincolata a muoversi
su di una superficie sferica (Fig. B). Per un solido esteso, il problema corrispondente & quello della rotazione
su piu assi (Fig.A).

Il problema del moto della particella di massa m su una sfera di raggio r pud essere scomposto separando le
variabili ¢ (che rappresenta la rotazione su un cerchio vista al paragrafo precedente) e 0 (che rappresenta il
movimento da un'orbita all'altra).

Se si effettua la trasformazione in coordinate polarir,0,¢
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zZ=r1-cosV
r-send - cos ¢
x =1-send - seng

=
I

E possibile ricavare la (complicata) espressione del laplaciano in coordinate polari

A8 ] e i sno )
v r2 L&r r or +A4 con 4 sind9 69 Slnﬁ&ﬁ +sin2195¢2

Abbiamo gia visto nel caso della particellla confinata in un volume tridimensionale, che in assenza di un
potenziale & possibile fattorizzare il problema del moto su piu variabili indipendenti, esprimendo la funzione
d'onda complessiva come prodotto delle funzioni d'onda nelle singole variabili indipendenti. Cio € permesso
solo in assenza di funzioni potenziale che "mescolino" le variabili*3.

La funzione d'onda complessiva puo essere fattorizzata

Y, ) = 00)2()

dove @(¢) & una soluzione del problema del moto su un cerchio (vedi paragrafo precedente), mentre 6(99)
deve essere determinata risolvendo I'equazione differenziale corrispondente.

L'eq di Schroedinger in 8(19) puo essere ricondotta ad un'equazione differenziale notevole (Eq. di Legendre)
le cui soluzioni sono note (polinomi di Legendre). A ciascuna funzione & associato un numero quantico
generalmente indicato con la lettera /.

La soluzione formale del problema & complessa ed esula dagli scopi di questo corso. Nel seguito riportiamo
sommariamente le caratteristiche delle soluzioni.

13 per "mescolamento" delle variabili intendiamo il caso in cui lo spostamento lungo una variabile generi una
variazione della componente della forza lungo un'altra direzione. Ad esempio, lo spostamento lungo una
coordinata cartesiana x in un sistema soggetto ad una forza centrale (ad es. |'attrazione di un nucleo) genera
una variazione delle componenti della forza sia lungo x che lungo y e z. Se si adotta un sistema di coordinate
polari, la variazione di r genera una variazione della forza solo lungo r, mentre le variazioni degli angoli non
generano alcuna variazione di forza. Il problema del moto & quindi fattorizzabile in coordinate polari, ma non
in coordinate cartesiane.
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Le funzioni prodotto8(9)®(¢) che soddisfano I'equazione di Schroedinger per la particella su una sfera
prendono il nome di armoniche sferiche, e costituiscono una famiglia di funzioni molto importanti nella
descrizione di molti fenomeni a simmetria sferica.

La tabella seguente illustra i primi termini della serie delle armoniche sferiche (cfr. Dispense Uccirati pp. 35-
36)

] m Yl,m
(=0,1,2,..) | (m=0,#1,%2,...,
,2)
0 0 1

4r
1 0 3 .
e cos(09)

+1 3
+ |—sen(9) eti®
8m

2 0 \/% (3cos?(9) —1)

15 .
+ |——cos(9) sen(9) eti®
l6m

15 .
+ == 2 +2i¢p
t |35, sen“(V)e

Notare la forma generale delle funzioni. Tutte contengono un fattore di normalizzazione, seguito da una
funzione trigonometrica di t e, solo nel caso di m # 0, dalla funzione esponenziale etie,

L'energia della particella & quantizzata secondo I'espressione

E=l0+Docon 1=012,..

(notare che I'energia dipende solo da / e non da m)

e conseguentemente il momento angolare totale €

L=Il(l+Dh
Per ciascun valore di /, m puo assumereivalori m=20,+1,+2,...,+l

Conformemente a quanto visto nel paragrafo precedente, il numero quantico m qualifica la componente z
del momento angolare totale, secondo la relazione

L, =mh con m=0,+1,%£2,...,l

La figura seguente mostra una rappresentazione pittorica della forma delle prime armoniche sferiche. Le
zone piu scure della superficie sferica indicano le zone di maggior ampiezza della funzione d'onda (e quindi
di maggior probabilita posizionale del rotatore), mentre le linee indicano circonferenze nodali. La freccia
esterna alla sfera indica la direzione del moto rotatorio classico corrispondente, cio¢ il piano perpendicolare
al vettore L (momento angolare totale).
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La quantizzazione del momento angolare totale e della sua componente lungo un asse hanno importanti
conseguenze. La quantizzazione della componente lungo un asse indica che per un dato valore del momento
angolare totale, I'orientazione del rotatore pud assumere solo determinate direzioni, come indicato nella
figura seguente per il caso 1=2

Inoltre, quando il rotatore sia una particella carica (ad es. un elettrone in un atomo), la rotazione genera un
campo magnetico la cui grandezza ed orientazione dipendono dal momento angolare del rotatore. Cio puo
causare l'orientazione del rotatore quando venga immerso in un campo magnetico.

Questo fenomeno ¢ alla base di una serie di importanti esperimenti che permettono di misurare il momento
angolare per mezzo della deflessione subita da una particella carica rotante durante I'attraversamento di un
forte campo magnetico non uniforme. Il capostipite di questi esperimenti, I'esperimento di Stern e Gerlach
con atomi di Argento, ha permesso tra l'altro la scoperta sperimentale dello spin, descritta nel capitolo
seguente.
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1.13 Larotazione delle molecole

Il modello della particella su una sfera puo essere utilizzato per descrivere le rotazioni delle molecole.
L’orientazione nello spazio di una molecola lineare, come ad esempio la molecola CO mostrata in a), &
univocamente specificata mediante due soli angoli e la rotazione della molecola intorno al suo centro di
massa € matematicamente equivalente alla rotazione di una massa su una sfera vista nei paragrafi
precedenti. Nel caso di una molecola non lineare, come ad esempio la molecola CH4 mostrata in b), sono
invece necessari tre angoli per specificare univocamente la posizione ed il modello necessario & piu
complesso e non sara trattato in questa dispensa’*.

I livelli energetici permessi per una molecola biatomica (o altra molecola lineare) sono dati dall’espressione
hZ
E = Zl(l +1) conl=0,1.2,..

dove I = ur? & il momento di inerzia e 1 la massa ridotta.

Come abbiamo visto nei paragrafi precedenti per ogni valore di / la componente z del momento angolare puo
prendere i valori

-...,—1,01,..,1
e quindi ciascun livello ha quindi degenerazione 2/+1.

nZ . - . .
La costante > Viene spesso indicata con la lettera B e chiamate costante rotazionale della molecola

h2
B =—
21
Nella spettroscopia rotazionale, vale una “regola di selezione”’ secondo la quale sono permesse solo

transizioni con AJl = +1. Se consideriamo I'assorbimento di un fotone, le variazioni di energia saranno:

715

AEjy1 = B[+ 1)( +2) —]( + 1)] = 2B( + 1)

14 Una descrizione dettagliata della dinamica delle rotazioni di molecole di qualsiasi forma si trova nei testi di
spettroscopia molecolare. In particolare, la discussione delle rotazioni e la conseguente interpretazione degli
spettri rotazionali si basano sulla classificazione della simmetria delle molecole. Gli spettri rotazionali
possono essere anche molto complessi e rappresentano una vera e propria “impronta digitale” delle
molecole, al pari degli spettri vibrazionali.

15 Ricordiamo che nel gergo spettroscopico si chiamano “regole di selezione” le regole che dettano quali
transizioni sono permesse e quali vietate. Queste regole discendono dal 5° postulato e si ricavano
considerando l'interazione di un sistema con il campo elettrico dellla radiazione incidente o emessa. Saranno
approfondite nei corsi di spettroscopia.
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Le transizioni possibili formano quindi una serie 2B,4B, 6B, ...cui corrispondono una serie di righe
equispaziate nello spettro, come mostrato nella figura seguente

A Energy
J=4 A 208
J=3 Y 12B
Rotational
energy levels
J=2 6B
= 'y 2B
=0 0B
2B 4B 6B 8B cm’ >
| I I Spectrum

Esercizio 1: Calcolare il valore di B per la molecola CO e dimostrare che le transizioni rotazionali avvengono
nel campo del lontano infrarosso/microonde.

Esercizio 2: La transizione rotazionale da J=12 a J=13 della molecola CO si osserva a 50.2 cm™. Calcolare: a)
I’energia della transizione, b) il momento di inerzia | della molecola, c) la distanza di legame.

Esercizio 3: La distanza di legame nella molecola NO é di 1.154 Angstrom. Calcolare: a) la costante
rotazionale; b) la distanza tra le righe vibrazionali (esprimere il risultato in MHz ed in cm™).

1.14 Le energie delle transizioni elettroniche, vibrazionali e rotazionali

Concludiamo questo capitolo confrontando le energie coinvolte nelle transizioni elettroniche atomiche o
molecolari (che sappiamo descrivere, seppur in modo molto approssimato, con il modello della particella
nella scatola), con le energie delle transizioni vibrazionali e rotazionali descritte rispettivamente con i modelli
dell’oscillatore armonico e del rotatore rigido.

Nel paragrafo 4.7 abbiamo visto che le transizioni elettroniche predette dal modello della particella nella
scatola cadono nei campi dell’UV o del visibile, con una certa variabilita da molecola a molecola.

Le transizioni vibrazionali cadono invece tutte nello stretto campo del medio infrarosso (tipicamente tra 400
e 4000cm?). Le transizioni rotazionali cadono invece nel lontano infrarosso o nelle microonde a seconda
delle dimensioni della molecola (i comuni forni a microonde sono accordati ad esempio in modo da far
ruotare le molecole d’acqua).

| corrispondenti campi di energia sono riassunti nella tabella seguente

Energie indicative min-max (J)

Elettroniche 3-1071%—-2-.10718
Vibrazionali 8-107%1-8-10"20
Rotazionali 1-107%6 —-1-1072%1
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Se consideriamo un insieme macroscopico di molecole, ad esempio dell’ordine di grandezza del numero di
Avogadro di molecole, le molecole occupano stati differenti. La probabilita che una molecola occupi un certo
stato & governata dalle leggi della meccanica statistica (anche detta termodinamica statistica) e dipende dalla
temperatura del sistema: al crescere della temperatura cresce la popolazione degli stati ad energia piu
elevata.

In particolare, la popolazione di un livello con energia E & proporzionale a e “E/KT
PE — e—E/kT

Dove k & la costante di Boltzmann (1.3806x107% J/K) e T & la temperatura in K. Se consideriamo un sistema
di piu livelli, la distribuzione tra i livelli &€ determinata dalle loro differenze di energia e da come si confrontano
con kT. Ad esempio per un sistema a due livelli A e B con differenza di energia AE = Eg — E,, la popolazione
dei due livelli A e B, N4, Ng segue la distribuzione

Np

N,
Con questa regola, possiamo prevedere la popolazione di un qualsiasi livello ad una data temperatura. Ad
esempio a temperatura ambiente (20°C)

— —DE/KT

[kT]200c = 1.3806 x 10723 éx 293.15K = 4.047 x 10721

e di conseguenza avranno popolazione apprezzabile solo i livelli che si trovano a distanze comparabili con
guesto valore o inferiori.

Se si confronta questa grandezza con i valori tipici riportati nella tabella precedente, si pud concludere che a
temperatura ambiente la probabilita di occupazione di un qualsiasi stato elettronico o vibrazionale eccitato
e molto bassa. In altre parole, a temperatura ambiente la maggior parte delle molecole si trovano nello stato
elettronico e vibrazionale fondamentale. Al contrario, kT € maggiore di molte transizioni rotazionali anche a
temperatura ambiente. Di conseguenza, anche a temperatura ambiente la maggior parte delle molecole si
trova in stati rotazionali elevati.

Esercizio 1: Calcolare la popolazione del primo stato elettronico eccitato di un centro F del cloruro di sodio,
alla temperatura di 298K.

Esercizio 2: Calcolare la popolazione a temperatura ambiente del primo stato vibrazionale eccitato della
molecola H? sapendo che la sua frequenza vibrazionale é 4230cm™.

Esercizio 3: Disegnare (utilizzando un foglio di calcolo) un diagramma delle popolazioni dei primi 30 livelli
rotazionali della molecola NO, sapendo che la sua costante rotazionale B vale 1.67cm™
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2 - Atomi

2.1 L’atomo di idrogeno
Impostazione del problema

L'atomo di idrogeno e formato da un nucleo contenente un solo protone e da un elettrone.La trattazione
esposta in questo capitolo vale anche per il caso di un atomo cosiddetto "idrogenoide", costituito dal nucleo
di un elemento con un dato numero atomico Z e da un solo elettrone. Gli atomi idrogenoidi sono quindi un
modello molto semplificato e grossolano degli atomi reali, perché mancano della componente elettrone-
elettrone del potenziale.

mp, +e mz +Ze
Atomo di idrogeno Atomo "idrogenoide"

Gli stati di questi sistemi sono completamente descritti da funzioni d'onda dipendenti dalle sei coordinate
delle due particelle

Y (Xe, Yer Zes XN, YN+ ZN)
Il potenziale che agisce sulle due particelle & la semplice attrazione Coulombiana

Ze
4T

e 1 . . e? 1,
V(ir)=- oy (atomo idrogenoide ) V() = ~mear (idrogeno)

con r= \/(xe —xn)? + (Ve — yn)? + (2. — zy)? distanza elettrone-nucleo
go = 8.85419 - 10~ 2permeabilita elettrica del vuoto

dove il segno negativo indica che il potenziale & attrattivo. Un potenziale di questo tipo si dice "potenziale

centrale". La figura seguente mostra il potenziale coulombiano in prossimita dei nuclei del primo gruppo del
sistema periodico.
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V(r,11)

—V(r, 19)

W(r,37)

V(r,55)

Questa "buca di potenziale" di profondita infinita'®, e le cui "pareti" tendono ad allargarsi ed anullarsi per
T — oo, & la "scatola" in cui si muove |'elettrone atomico.

Esercizio 2 (qualitativo): Sulla base della forma della “buca di potenziale” coulombiana, rispondere alle
seguenti domande qualitative:

a) Quale é il segno delle energie permesse?

b) Come varia il valore dell’energia dello stato elettronico fondamentale, al variare di Z (numero atomico)
c) Come varia la spaziatura tra i livelli energetici al crescere del numero quantico principale?

d) Cosa accade se un elettrone ha energia maggiore o uguale di zero?

A tutte queste domande si puo rispondere qualitativamente sulal sola base della forma del potenziale
coulombiano. Per una risposta anche quantitativa vedere alla fine di questo paragrafo.

L'operatore Hamiltoniano del sistema sara quindi

_h2V2+_h2|72 Ze-el
e +5—Vy— =

A=T+V=
2my,

2m, 4mey T
dove V2,V% sono le somme delle derivate seconde rispetto alle coordinate dell'elettrone e del nucleo
rispettivamente. Notare che le energie cinetiche di elettrone e nucleo sono additive.

Se si sceglie un sistema di riferimento centrato sul centro di massa dell'atomo (che giace molto vicino al
nucleo a causa della massa molto maggiore) le coordinate necessarie saranno

Xcmr Yemr Zemr Xecms YecMr ZecM
dove Xxcum,Yem, Zecmsono le coordinate del centro di massa e Xecm, Vecmr Zecu SONO le coordinate

dell’elettrone riferite al centro di massa, I'energia cinetica. precedente puo essere riscritta come

2 2
T = ivz +i|72
ZmA CM 2# eCM

16 La profondita & infinita poiché abbiamo ignorato le interazioni nucleari a corto raggio tra le particelle.
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con my massa dell'atomo (nucleo+elettrone)

mym .
u = —2—% massa ridotta nucleo-elettrone

mz+me
V2, laplaciano rispetto alle coordinate del CM
VeZCM laplaciano rispetto alle coordinate dell'elettrone
Il primo termine esprime I'energia cinetica dell'intero atomo (traslazionale), mentre il secondo rappresenta
I'energia cinetica associata ai moti elettronico e nucleare attorno al centro di massa dell'atomo.

Poiche my = m; e u = m,, € giustificato immaginare i due termini dell'equazione precedente come un
termine nucleare (traslazionale) ed un termine elettronico. Poiché il potenziale che agisce tra le particelle
non influenza il primo termine, esso puo essere trattato separatamente (secondo la generica trattazione del
moto di una particella (I'atomo) libera o confinata vista al capitolo 4) e I'equazione di Schroedinger elettronica
puo essere scritta come

2m,

-h% _, Zeel W — Ey — 2 2 2
e 4n£0; (xerye:ze) - (xe'Ye'Ze) con r = \/xe + Ve + Ze
dove le coordinate x,, V., z, sono a rigore riferite al centro di massa dell'atomo, che ai fini pratici si puo
considerare coincidente con il nucleo.

La soluzione analitica di questa equazione differenziale & piuttosto complessa, e richiede una trasformazione
di variabili che permetta la fattorizzazione in equazioni differenziali piu semplici, la cui soluzione sia nota. La
procedura di soluzione non sara descritta in questo testo, ma & importante notare che una soluzione analitica
esiste, cioe che & possibile determinare in modo esatto le funzioni d'onda degli atomi idrogenoidi.

Sostituzione delle variabili e fattorizzazione

Come in tutti i problemi a pil dimensioni, anche per il problema atomico € auspicabile una fattorizzazione in
problemi a dimensionalita ridotta (vedi particella nella scatola 3D). Questa fattorizzazione & impensabile in
coordinate cartesiane, ma possibile in coordinate polari centrate sul nucleo.

La fattorizzabilita del problema del moto puo essere verificata con un "esperimento mentale": si consideri
I'effetto di uno spostamento lungo una coordinata cartesiana (ad esempio x). Poiché il potenziale & centrale,
muovendosi in linea retta varieranno sia la componente lungo x della forza che quelle lungo y e z. Di
conseguenza tutte le componenti dell'energia cinetica subiranno variazioni.

Se si considerano invece gli spostamenti lungo le coordinate polari 7,9, ¢ "osserviamo" che gli spostamenti
lungo ¥,¢ a r costante non comportano variazioni della forza ( e quindi del potenziale), mentre uno
spostamento radiale causa la variazione della sola componente radiale della forza (le componenti tangenziali
restano nulle).

E' importante notare che questo comportamento é tipico delle forze centrali, e che cade in difetto se vi e una
seconda forza diretta in modo diverso, quale per esempio quella dovuta alla presenza di un secondo nucleo
(in una molecola) o di un secondo elettrone (nell'atomo di He).

Vediamo in maggior dettaglio in cosa consiste la trasformazione in coordinate polari.
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zZ=r1-cosV
x =r1-send - cos ¢
x =1-send - seng

Con queste relazioni & possibile trasformare I'eq. di Schroedinger in coordinate polari, tenendo conto delle
8 8 9 o8 o

392 e 93959 (da ricavarsi come visto al cap.4, a proposito del moto

.. .. . .. 0
relazioni tra i differenziali P

sferico).

La funzione d'onda puo essere fattorizzata come

Y(r,9,¢) =R(r) 0(9) 2(¢)

che sostituita nell'equazione di Schroedinger permette di scomporla in due equazioni differenziali separate
nelle tre variabili r e 9, ¢ che non riportiamo, ma delle quali descriveremo dettagliatamente le soluzioni.

L'equazione R(r)

L'equazione parte dell’eq. Schroedinger che dipende solo dal raggio r, detta R(r) o equazione radiale, puo
essere ricondotta attraverso la sostituzione di variabile

=22, conay = 2oh”
p= nay 0~ Tmee?

(raggio della prima orbita di Bohr)*’

ad un'equazione differenziale notevole nota come eq. di Laguerre, le cui soluzioni sono note.
Piu precisamente, le soluzioni dell'equazione d'onda radiale prendono la forma del prodotto di un polinomio,
detto polinomio di Laguerre, per una funzione esponenziale in p:

R(p) =A-L(p)-eP/? (con A: fattore di normalizzazione)
| polinomi di Laguerre costituiscono una famiglia di funzioni ortogonali e possono essere generati con una

formula ricorsiva. Essi dipendono parametricamente da due numeri quantici (interi) n ed /, che possono
assumere i valori

7q,=5292-10"11m
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n=12,...
[=01,..(n—-1)

Le funzioni d'onda radiali piu semplici per un atomo idrogenoide sono riportate nella tabella seguente. E’
importante familiarizzare con la forma di queste funzioni.

n ) Rn,l
1 0 1s 72
Rip=2 (—) e=P/2
Qg
2 0 2s 1 7 3/ )
R __.(_) 2 — perl2
2,0 2 \ag ( p)
2 1 2p 1 7312 p
= — | — e_p
2,1 2'\/6 (ao) p
3 0 3s 1 727\ )
Rsp = —— (_) 6 — 6p — p2)e~P/?
3,0 93 ; ( p—p°)
3 1 3p 1 3/, P
Ron == (2) " thpype-s
3,1 96 \ag (3 p)p
3 2 3d 1 AN
R __.(_> 2,-p/2
3279430 \ag) *

Notare che ciascuna funzione e costituita dal prodotto di:
a) un fattore costante di normalizzazione dipendente solo dal numero atomico Z (ap € una lunghezza

costante)
b) un polinomio semplice in p (0 in r se lo trasformiamo) di grado (n-1), diverso per ogni I:
1
2—=pp
(6 —6p —p?), (4—p)p, p*
ecc.

c¢) lafunzione esponenziale e /2

Si trattera quindi di funzioni a (n-1) zeri, smorzate esponenzialmente per p = 1o, cioé per r — too,

Le equazioni in ©(9), P (p)

Il principale vantaggio della fattorizzazione in coordinate polari, & che I'equazione differenziale per la parte
angolare del moto si riduce a quella per il moto su una sfera a potenziale costante visto al capitolo
precedente. Cio dipende dal fatto che il potenziale e centrale e non dipende da J e ¢.

Le soluzioni della parte angolare della funzione d'onda saranno dunque le armoniche sferiche viste al Cap. 4,
che riportiamo per comodita d'uso nella tabella seguente
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I m
(I=0,1,2,...) (m=0,#1,... ,4)
0 0

cos(9)

X
el E=

TT

sen(9) eti®

+
—_

I+
RErs

(3cos?(9) —1)

lé6n
+ 15 y
+ |——cos(9) sen(9) eti®
l6n
+2
- 15 .
+ | == 2 +2i¢
+ 3Znsen e

Notiamo le caratteristiche di queste funzioni. Esse contengono sempre:
a) un fattore costante di normalizzazione
b) un fattore trigonometrico in cui le funzioni sen e cos compaiono al grado n
c) il fattore oscillante esponenziale complesso et™®

Le funzioni d'onda complessive per I'atomo di idrogeno (e per gli atomi idrogenoidi) hanno quindi la forma

Vim0, 0) = Ry (1) - Yim (9, ) = Ry (1) - O (9) - e™i¢
e sono note col nome di orbitali atomici idrogenoidi. La loro forma & discussa nella sezione seguente.

Gli autovalori corrispondenti a queste autofunzioni dell'operatore Hamiltoniano, sono le energie degli orbitali
atomici. Dalla stessa procedura mediante la quale si sono ottenute le funzioni d'onda, si ottengono anche le
energie, che obbediscono alla forma

_ —Z%* 1
~ 8gZh? n?

L'energia corrispondente a Z=1, n=1, cioé I'energia dello stato fondamentale dell'atomo di idrogeno®® viene
spesso utilizzata come unita di misura per le energie dei sistemi atomici e molecolari. Questa unita prende il
nome di Hartree (Ha) e 1Ha ~ 4.3598 - 10~18]. Nel grafico del potenziale elettrostatico sopra riportato, le
energie sono espresse in questa unita di misura.

18 talvolta chiamata "energia della prima orbita di Bohr" poiché lo stesso valore si ottiene mediante la
trattazione di Bohr dell'atomo di idrogeno (storicamente rilevante ma errata).
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Lo schema dei livelli permessi (per Z=1, cioe per I'atomo di H) & quindi il seguente (tratto dalle dispense di
Meccanica Quantistica, p.64)

——————————————————————————————————————————————————— E=0
Ery
By = — 9{' = _15¢l
Er, -
Ey= ——RY _ _34eV

by =—FERpy = —13.6 eV

Questo grafico permette di rispondere, ora anche quantitativamente, alle domande dell’esercizio 2 proposto
poco sopra:
a) tutte le energie sono negative, come & da attendersi per un sistema legato, cioé sottoposto solo ad
un potensiale attrattivo.
b) Al crescere di Z, tutti i livelli si abbassano (diventano piti negativi) in funzione di Z2. Cid & conforme
al fatto che si tratta di livelli in una buca coulombiana sempre piu profonda.
c) Poiché n e al denominarore (e per di piu al quadrato) la spaziatura tra i livelli diminuisce al crescere
din, e tende a zero per n = oo. Cio & conforme al fatto che la buca coulombiana si allarga al crescere
di r e tende ad appiattirsi a zero (anziché tendere a infinito come gli altri potenziali semplici studiati
in precedenza).
d) La porzione positiva del grafico (qui ne & mostrata solo una piccola striscia) corrisponde a una
situazione di assenza di potenziale, cioe di particella libera. Per questo, in questa regione le energie
non sono quantizzate. A energie positive corrispondono stati non legati di nucleo ed elettrone.

E' importante notare che ['energia dipende solo dal numero quantico n, e cioe che a parita di n, le funzioni
d'onda a diversi/ ed m sono caratterizzate dalla stessa energia. Si dice che esse sono degeneri. Le autofunzioni
degeneri dell'operatore Hamiltoniano godono di importanti proprieta matematiche, che saranno discusse
nel prossimo capitolo.

In cosa differiscono tra loro le autofunzioni degeneri? Cio risultera chiaro ricordando il significato dei numeri
quantici / ed m nel caso del moto su una sfera. Questi numeri quantici definiscono rispettivamente la
quantizzazione del momento angolare totale e della sua componente lungo z. Questo momento angolare e
associato al moto dell'elettrone intorno al nucleo e verra spesso chiamato momento angolare orbitale, per
distinguerlo dal momento angolare intrinseco (o di spin) che introdurremo tra breve.

2.2 Il momento angolare dell’elettrone

I momento angolare dell'atomo di idrogeno & quantizzato come nel caso della particella su una sfera,
secondo le relazioni

L=Il+Dhr L, =mh

Per tutti gli orbitali con /=0 il momento angolare & nullo. Cio significa che in questi stati I'elettrone non ha
una componente circolare del moto, ma si muove in modo lineare.
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Se consideriamo ad esempio I'orbitale con n=1 e /=0 (orbiatle 1s), I'elettrone oscillera intorno al nucleo come
indicato nella figura seguente

I moto & simile a quello dell’oscillatore armonico, con la complicazione che la direzione & del tutto
indeterminata®®. In questa oscillazione, I’elettrone ha la maggior probabilita di trovarsi sul nucleo.

E’ interessante notare che questo risultato era stato ipotizzato da Bohr prima di elaborare il suo modello
orbitale dell’atomo di idrogeno (che & del tutto sbagliato dal punto di vista del momento angolare!) ma
scartato perché sembrava impossibile che I'elettrone attraversasse il nucleo senza collidere contro di esso.
Questa contraddizione in realta non esiste, per due motivi: da un lato, l'incertezza sulla posizione
dell’elettrone (e del nucleo) non ci permette di affermare che i due si trovino esattamente sulla stessa
traiettoria, inoltre, abbiamo gia visto che le particelle sono in grado di oltrepassare senza difficolta barriere
anche elevate, purche di piccolo spessore, grazie all’effetto tunnel.

Generalizziamo ora queste considerazioni.

Si pud dimostrare che I'operatore H commuta con entrambi gli operatori L? ed EZ, cioé

~

[A,1*]|=[A,L,]=0

=13 +1%+12

e di conseguenza le autofunzioni di Hsono anche autofunzioni di I? ed L,. Le tre osservabili relative sono
quindi determinabili senza alcuna indeterminazione.

Abbiamo quindi una triade di equazioni agli auto valori:

AY = Ey
2y = R2I(1+ )Y
L,¥ = +hmy

Occorre ricordare a questo punto che gli operatori delle tre componenti del momento angolare Ly L,, L, non
commutano tra loro e di conseguenza, per un dato L, non & possibile determinare Ly ed L,, .

19 Anche le autofunzioni sono simili: Ne P/2per V'orbitale 1s;N e‘qz/zper lo stato fondamentale

dell’oscillatore armonico.
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Da quanto appena visto il momento angolare degli elettroni p (I=1) puo essere rappresentato da un vettore
di modulo V2% che si dispone nello spazio (rispetto a una direzione z scelta a caso) in modo da avere
proiezioni lungo z pari a —#, 0, A come illustrato nella figura seguente.

Analogamente, per gli elettroni 3d (/=2)

La quantizzazione del momento angolare degli elettroni negli atomi ha importanti conseguenze. Infatti, come
tutte le particelle cariche in moto accelerato, gli elettroni producono un campo magnetico, anch’esso
guantizzato. | valori di questo campo possono essere ricavati con un modello elettromagnetico classico.

Consideriamo un elettrone che si muova intorno al nucleo come una corrente in una spira. Il momento
magnetico corrispondente e dato da
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T

v

Dove / & I'intensita che attraversa la spira ed A & 'area della spira?® (verificare le unita di misura). Possiamo
immaginare che questa corrente sia prodotta dal transito dell’elettrone con velocita v. Il momento magnetico
e orientato perpendicolarmente alla traiettoria, come il momento angolare, ed il suo modulo vale

- 2mr 2 2m  2m

qu ., _qur _gqmvr _q
‘u—— T = = =

(nel primo passaggio la corrente | € stata espressa come il prodotto tra la carica elementare q ed il numero
. . v . . a T
di passaggi al secondo Py ;nel penultimo si @ moltiplicato sopra e sotto per m)

Abbiamo cioé dimostrato che (classicamente), il momento magnetico & proporzionale al momento angolare.
La costante di proporzionalita % si definisce “rapporto giromagnetico” della particella.

Il corrispondente operatore quantistico si ottiene di conseguenza:

Ed & chiaro che i valori osservabili di 4 saranno proporzionali a quelli del momento angolare e soggetti allo
stesso tipo di quantizzazione.

E’ utile qui ricordare che quando un dipolo magnetico viene immerso in un campo magnetico, la sua energia
potenziale vale

V=pB

Questa espressione ci permette di prevedere il comportamento di particelle e sistemi magnetici immersi in
campi magnetici.

2.3 Lo spin dell’elettrone

Come accennato alla fine del capitolo 3, la componente orbitalica del momento angolare descritta nel
paragrafo precedente non é sufficiente a descrivere il momento angolare dell’elettrone poiché quest’ultimo
possiede sempre un certo momento angolare “in piu” che viene chiamato momento angolare di spin.

E’ utile ricordare I'esperimento con il quale questa caratteristica e stata scoperta (esperimento di Stern e
Gerlach, 1921). In questo esperimento, un fascio di atomi viene fatto passare, nel vuoto, all’'interno di un
intenso campo magnetico non omogeneo, e la deflessione da essi subita viene registrata mediante uno
schermo (Fig. A).

20 Ricordare che la forma della spira non ha importanza. Questo fatto ci torna utile perché i nostri elettroni
nella realta non si muovono affatto su orbite circolari!
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La deflessione & dovuta all’interazione tra il campo magnetico degli atomi ed il campo magnetico imposto.

Se consideriamo un dipolo magnetico orientato come in a), esso sara deflesso verso il basso perché la
repulsione N-N nella parte superiore & superiore alla repulsione S-S nella parte inferiore, dove il campo ¢ piu
debole. Viceversa, un dipolo orientato come in b) sara deflesso verso I'alto perché I'attrazione N-S nella parte
superiore supera |'attrazione S-N nella parte inferiore. Il risultato & che se le particelle che attraversano il
campo possiedono un dipolo magnetico, esse saranno deflesse. La misura della deflessione permette di
quantificare il dipolo.

L’esperimento di Stern e Gerlach fu originariamente eseguito utilizzando come proiettili atomi di argento.
Questi possiedono nel loro stato fondamentale una configurazione elettronica [Kr]4d'°5s. Poiché in ciascun
guscio pieno la somma dei momenti angolari degli elettroni si annulla (notare la simmetria dei disegni di pag.
5-8) e poiché I'unico elettrone del guscio esterno e di tipo s (quindi con /=0) ci si attenderebbe un momento
angolare nullo per I'atomo. Sperimentalmente si osserva invece una certa deflessione, dalla quale si ricava
che gli atomi di argento possono avere un momento angolare, la cui proiezione sull’asse z (quello che causa
la deflessione) assume due possibili valori

1 1
—h,+2h

La spiegazione moderna di questo fenomeno?! & che questo momento angolare (e magnetico) aggiuntivo sia
una proprieta intrinseca dell’elettrone. Per un certo periodo si & ritenuto che esso potesse derivare da
un’ipotetica rotazione dell’elettrone intorno al proprio asse, quantizzata in modo da corrispondere a due sole
velocita angolari. Sebbene questa interpretazione spieghi la presenza dello spin e le sue leggi, si tratta di
un’assunzione che si e rivelata non corretta, anche se spesso si afferma che “@ come se” gli elettroni
ruotassero su se stessi. La spiegazione completa del fenomeno e stata data dal teorico Paul Dirac che ha
ricavato la presenza dello spin dalla formulazione dall’applicazione dei principi della relativita ristretta alla
meccanica quantistica. Non dimentichiamo infatti che fino a questo punto abbiamo basato la nostra
impostazione degli operatori della meccanica quantistica sulla definizione non relativistica del momento p =
muv. In realta I'espressione relativisticamente corretta

21 hon compreso da Stern e Gerlach
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P=J1—_—Z_§

(mg: massa a riposo)

che tende alla precedente per velocita molto piu piccole dic

La costruzione della meccanica quantistica a partire da questa definizione del momento si dice “meccanica
quantistica relativistica” e non e oggetto di questo corso. Essa e tuttavia una branca fondamentale della
fisica delle particelle e spiega tra le altre cose, oltre alla presenza dello spin, I'esistenza niente meno che
dell’antimaterial

Il “moto” di spin si tratta in modo del tutto equivalente al moto orbitalico e comporta I'esistenza di una

- =2 =
funzione d’onda di spin¥;. La funzione d’onda di spin ¥; & simultaneamente autofunzione di Hy, S , S,
secondo le classiche equazioni ad autolavori.

I:Islps = E;¥ 5
STW, = h21(l + 1Y,
S,¥ = +hm,¥,

Una caratteristica del solo moto di spin & che m;pud assumere unicamente i valori +1/2. Per analogia con
le relazioni tra i numeri quantici orbitali, ne consegue che |; pud assumere solo il valore fisso +1/2 (
normalmente non si cita e non serve).

I momento anglare di spin & quindi soggetto allo stesso fenomeno della “quantizzazione spaziale” osservato

. . . . ,1 1 3 .
per il momento orbitale. Possiamo rappresentarlo come un vettore di modulo 3 (E + 1Dh= g h, orientato

nello spazio in una qualsiasi direzione con il vincolo che la sua proiezione su z sia i;h. Elettroni con spin
accoppiati corrispondono a coppie di vettori orientate in direzioni opposte.

Figure 8B.3 Electrons with paired spins have zero resultant spin
angular momentum. They can be represented by two vectors that
lie at an indeterminate position on the cones shown here, but
wherever one lies on its cone, the other points in the opposite
direction; their resultant is zero.
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Se assumiamo che non vi sia interazione tra il moto di spin e il moto orbitalico (che nel caso dell’atomo di
idrogeno & un’ottima approssimazione), allora I’'hamiltoniano totale & la somma degli hamiltoniani (orbitatici
e di spin) e 'equazione di Schrodinger totale é:

Hiot = Hopp + Hy
In assenza di interazione:
Etor = Eorp + Es Piot = Vorp¥s

Vale I'uso di chiamare con & la funzione d’onda di spin corrispondente a ms = % e con § la funzione d’onda
di spin con ms =-1/2; pertanto la funzione d’onda globale sara del tipo:

Yx)a, ¥ (x)B “SPIN ORBITALI”

La forma delle funzioni @ e § non & di alcun interesse e di fatto considereremo i due simboli come semplici
marcatori del tipo di spin posseduto dalla particella descritta dalla funzione ¥ (x).

L’esistenza dello spin non ha influenza sostanziale sulla struttura dell’atomo di idrogeno. Per esempio, poiché
nelle transizione elettroniche lo spin si conserva (cioe As = 0, lo spettro di assorbimento e di emissione (che
sono i dati sperimentali che stanno alla base di tutta la teoria) non sono influenzati dall’esistenza dello spin
dell’elettrone. Viceversa, lo spin mostra tutta la sua importanza negli atomi polielettronici, dove i dipoli
magnetici orbitali e di spin dei diversi elettroni possono interagire in modo piuttosto complesso.

Questo "sdoppiamento" relativistico dei livelli elettronici & all'origine di quello che & noto come il Principio di
esclusione di Pauli, che puo essere formulato in vari modi.

Nella formulazione pil intuitiva, esso prevede che ciascun orbitale (stato descritto da una data funzione
d'onda) possa essere "occupato" da due elettroni con spin diverso.

La formulazione piu generale ma meno intuitiva del principio, che deriva dalla trattazione matematica di
Dirac, afferma che la funzione d'onda complessiva di un sistema di elettroni (orbitale+spin) deve cambiare di
segno per scambio di due elettroni.

Si pud dimostrare inoltre che da queste definizioni ne deriva una terza, che afferma che due elettroni
caratterizzati dagli stessi numeri quantici, non possono occupare la stessa regione dello spazio.

Infine, & importante notare che poiché il principio di esclusione di Pauli impedisce a due elettroni con lo
stesso spin di essere descritti dalla stessa funzione d’onda, impedisce che essi occupino la stessa regione di
spazio. In altre parole, si tratta di una forma di repulsione tra particelle con spin uguale, spesso chiamata
“repulsione di Pauli o repulsione di scambio”. Anzi, si tratta della piu forte repulsione in assoluto! Le barriere
di potenziale finite possono infatti essere superate per effetto tunnel, la repulsione di Pauli no.

Questo ha conseguenze molto importanti. Ad esempio, si pud dire che in ultima analisi I'inpenetrabilita dei
corpi & dovuta alla repulsione di Pauli. Infatti, gli atomi sono costituiti in larga parte da spazio vuoto (il
volume di nuclei ed elettroni & trascurabile). Se non esistesse la repulsione di Pauli al compenetrarsi di due
molecole o solidi i loro elettroni potrebbero ridistribuirsi nel campo dei nuclei senza restrizioni, come due
onde si compongono a formare un’onda pil complessa.
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Le ondo prodotte dalle anatre si compongono senza limitazioni. Nel caso delle funzioni d’onda se ne possono sommare
liberamente solo 2! La terza sara respinta e si propaghera evitando le prime due.

Il principio di Pauli pur ammettendo che le funzioni d’onda di due atomi abbiano una certa sovrapposizione,
impedisce che siano portate a coincidere.

Quanto esposto brevemente in questo paragrafo, permette di affrontare la descrizione dei sistemi contenenti
piu elettroni (atomi e molecole).

2.4 Lo spin nucleare e le spettroscopie magnetiche

Anche protone e neutrone possiedono un momento angolare e magnetico intrinseci, dello stesso valore
osservato per I'elettrone. Gli spin delle particelle che compongono il nucleo si sommano, e di conseguenza,
molti nuclei atomici sono dotati di spin, primo tra tutti il nucleo dell’idrogeno, che ha spin i%h.

Oltre ad influenzare la struttura elettronica dettagliata di atomi e molecole, lo spin elettronico e nucleare
interagisce con campi magnetici esterni applicati. In generale, quando una particella con spin viene immersa
in un campo magnetico, pud assumere due stati energetici differenziati, a seconda dello spin in cui si trova.
Uno stato sara stabilizzato dal campo esterno e I'altro destabilizzato, come illustrato in figura

AE

in assenza in
di campo presenza

Per causare una separazione misurabile tra i due stati sono necessari campi magnetici molto intensi, anche
solo per ottenere valori di AE nel campo delle radiofrequenze. Nella pratica si utilizzano potenti magneti
superconduttori. La transizione tra i due stati generati attraverso il campo magnetico puo essere eccitata da
un fotone e misurata per via spettroscopica. Questo fenomeno é alla base di due tipi di spettroscopia molto
diffusi, spesso chiamati “spettroscopie di risonanza”. Per quanto riguarda I'elettrone, la spettroscopia EPR
(Electron Paramagnetic Resonance), che fornisce informazioni sulla natura e sulle interazioni tra gli spin
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presenti nei sistemi chimici e particolarmente importante per lo studio dei sistemi contenenti elettroni
spaiati, come i radicali. Nel caso del protone (e di altri nuclei), la spettroscopia NMR (Nuclear Magnetic
Resonance) e una tecnica di routine per studiare la struttura molecolare. Il campo applicato viene infatti
schermato in modo variabile dalla distribuzione elettronica molecolare e la misura del AE fornisce una misura
di questa schermatura. Poiché ciascun tipo di legame chimico fornisce una schermatura tipica bene
identificabile, la tecnica permette di identificare i diversi tipi di legame chimico in cui il protone e coinvolto
(ad esempio OH, vari tipi di CH, ...) ed & quindi una tecnica di laboratorio di routine per I'identificazione delle
molecole organiche. Essa € inoltre alla base della tecnica della tomografia NMR utilizzata nella diagnosi
medica. Come vedete |'esotico fenomeno relativistico dello spin ha conseguenze pratiche di grande portata...

2.5 Laforma degli orbitali atomici idrogenoidi e le convenzioni per la sua rappresentazione

Gli orbitali atomici idrogenoidi sono funzioni di tre variabili reali, a valori talvolta reali e talvolta complessi (si
osservino le tabelle delle funzioni idrogeno idi piu sopra). Queste funzioni descrivono l'ampiezza di
probabilita associata all'elettrone in ciascun punto dello spazio. Il loro quadrato fornisce la densita di
probabilita, che € un valore reale, ed integrata su un volume da la probabilita di trovare I'elettrone all'interno
del volume stesso??.

Lo studente deve aver ben chiare queste definizioni, e l'impossibilita di darne una rappresentazione
bidimensionale o tridimensionale, se non ricorrendo a delle convenzioni grafiche. Il significato della funzione
d'onda puo essere compreso con |I'"esperimento concettuale" illustrato nella figura seguente.

La funzione d'onda corrisponde al risultato di un'ipotetica (ed impossibile) misura con uno strumento dotato
di una "punta" che legga I'ampiezza di probabilita in un punto di volume infinitesimo e di coordinate (x,y,x).
A ciascun punto dello spazio (espresso in qualsivoglia sistema di coordinate) & associata una lettura,
rappresentata da un numero reale o complesso, positivo o negativo.

Per rappresentare in due o tre dimensioni la forma degli orbitali & necessario eseguire delle sezioni, cioé
fissare alcune variabili ed osservare come la funzione d'onda varia lungo le altre. Cio corrisponde,
nell'esempio precedente, ad osservare i cambiamenti muovendosi lungo determinate direzioni. In
alternativa, & possibile utilizzare rappresentazioni pittoriche nelle quali si affida ad una caratteristica
percettibile quale il colore o I'ombreggiatura il compito di descrivere il valore della funzione (il colore si
utilizza spesso per I'ampiezza, I'ombreggiatura per la densita di probabilita). La rappresentazione delle
armoniche sferiche data al cap. 4 utilizzava quest'ultima convenzione.

22 Da cid si deduce quali siano le unita di misura della funzione d'onda. Infatti, poiché la probabilita &
adimensionale e [Y|?dxdydz = P, [y] = m_3/2. Tuttavia, poiché le funzioni d'onda compaiono sempre
all'interno di integrali sul volume, non occorre mai utilizzare queste dimensioni. Nella valutazione di
un'osservabile (o) = fvw*ode sara sufficiente esprimere Oin unita coerenti con le costanti utilizzate nelle
Pper ottenere il risultato nelle stesse unita. L'integrale fvll)*ll)dVé infatti adimensionale.
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Nel caso delle funzioni idrogenoidi, un tipo di sezione particolarmente utile consiste nel rappresentare la sola
parte radiale della funzione d'onda, assumendo come unitaria la parte angolare. La figura seguente illustra
le funzioni d'onda radiali ed il loro quadrato per gli orbitali 1s, 2s, 2p. Notare il numero e la posizione dei
nodi, I'estensione nello spazio ed il comportamento in prossimita del nucleo. corrispondenti.

La forma tridimensionale degli orbitali deriva dalla combinazione (prodotto) della parte radiale e delle
armoniche sferiche. | grafici seguenti descrivono I'andamento della funzione d'onda lungo una retta che si
diparte dal nucleo in una direzione qualsiasi, a meno di un fattore moltiplicativo dato dalla parte angolare,
variabilein ¥ e ¢.

2 T L I
15 —
1+ —
f15(0,0,2)
f4(0,0,2) 05 |
fzpz(o,o,z)
0 i » .
-05 —
-1 | | ]
-10 -5 0 5 10

Potrebbe stupire il fatto che le funzioni di tipo s presentino un massimo sul nucleo, che comporta
I’occupazione dello stesso punto dello spazio da parte di due particelle! Il paradosso & solo apparente, sia per
via dell’intrinseca indeterminazione della posizione di entrambe le particelle, sia perché il quadrato della
funzione d’onda rappresenta una densita di probabilita e non una probabilita assoluta. Benché sia possibile
calcolare la Y sul nucleo, non & possibile valutare la probabilita dell’elettrone di trovarsi sul nucleo, ma solo
in un certo volume intorno ad esso (si ricordi il terzo postulato).

Per ovviare a questa apparente incongruenza, e piuttosto diffusa sui libri di testo la pratica di descrivere non
solo la funzione d’onda radiale ma anche la cosiddetta “funzione di distribuzione radiale” ad essa associata.
Essa e definita come I'ampiezza di probabilita di trovare I'elettrone in un guscio sferico di raggio r e spessore
infinitesimo dr. Poiché il volume del guscio sferico € dato dal prodotto della superficie della sfera per dr, la
funzione di distribuzione radiale &

R(r) = 4nr?|y|?
E si annulla nell’origine anche per gli orbitali s a causa dell’annullarsi del volume 4772,

La rappresentazione della forma tridimensionale degli orbitali puo essere ottenuta disegnando il luogo dei
punti in cui la funzione assume un determinato valore (generalmente piccolo). Per ottenere queste
rappresentazioni & conveniente operare in coordinate cartesiane con un programma per la generazione di
grafici. Fissando una variabile a zero (ad esempio z) si ottiene una sezione bidimensionale nel piano x,y
contenente il nucleo. La funzione d'onda pud essere rappresentata tridimensionalmente mediante una
superficie di altezza Y (x,y, 0) o bidimensionalmente mediante curve di livello (luogo dei punti a Y(x,y, 0)
=cost), come indicato nella figura seguente.
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Infine, & possibile rappresentare la funzione d'onda mediante superfici di livello o isosuperfici (luogo dei punti
a valore costante di ¥(x,y, z)). Questa rappresentazione, € molto informativa sulla forma della parte piu
esterna della funzione d'onda, ma non permette di cogliere le caratteristiche nodali interne degli orbitali con
n>1 ad esempio l'orbitale 2s apparira come due sfere concentriche, di cui solo quella esterna sara visibile.
Talvolta, queste superfici vengono sezionate, come nel famoso esempio seguente, che riporta tutte le
tipologie di orbitali necessari a descrivere gli atomi del sistema periodico.

The Orbitron gallery of atomic orbitals
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the periodic table on the web: www.w

E’ importante che lo studente familiarizzi con queste rappresentazioni e che sia in grado di associarle con
sicurezza alle relative equazioni. Uno strumento efficace per esercitare questa capacita e il sito “The
Orbitron” dell’universita di Sheffield:
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2.6 Atomi polielettronici: impostazione dell’eq. di Schroedinger

Consideriamo ora il caso di un atomo con Z>1, quale ad esempio |I'atomo di He. Esso & composto da due
protoni, due neutroni (che possiamo ignorare per quanto riguarda la struttura elettronica dell'atomo) e due
elettroni.

He A
me 'e 0
g
4
77
7/
7 7
7 7
// rl,/
x2e 0/
o E
1 RELV)
1 ’
1 /,
f21 1s
1/ |
1,
® 1s
-e

In prima approssimazione, & lecito attendersi soluzioni analoghe a quelle ottenute per I'idrogeno, o meglio,
per un atomo idrogenoide con Z=2.

Considerando I'espressione dell'energia e la forma delle autofunzioni, si puo prevedere che I'atomo
idrogenoide con Z=2 avra livelli energetici piu profondi (piu negativi, fig sopra) e funzioni d'onda pil contratte
sul nucleo. Considerando il principio di esclusione di Pauli, si potrebbe assumere che i due elettroni dell'elio
occupino entrambi, con spin opposto, I'orbitale idrogenoide 1s.

Tuttavia, ciascuno dei due elettroni & soggetto non solo all'attrazione da parte del nucleo, ma anche alla
repulsione coulombiana da parte dell'altro elettrone. Il campo non € piu centrale.

La funzione d’onda dipende dalle sei coordinate dei due elettroni

P (%, X7)
Il suo significato fisico € quello di un’ampiezza di probabilita che I'elettrone 1 si trovi in X; e I'elettrone 2
contemporaneamente in X,.

L'hamiltoniano del sistema e

2 2 2 2
ﬁ:_h (V4 + 72 )+L<_zi_2i+e_>
2m 4me, (L) I T B P

| primi due termini (laplaciani) rappresentano l'energia cinetica dei due elettroni, mentre i termini
coulombiani rappresentano rispettivamente I’attrazione tra i nucleo ed i due elettroni (termini negativi) e la
repulsione nucleare (termine positivo).

E’ importante notare che se si potesse trascurare quest’ultimo termine repulsivo, I’'hamiltoniano sarebbe

scomponibile nella somma di due ha miltoniani idrogenoidi, infatti
2e?

ﬁ—[_hz(vz) 262]+[_h2(v2) 262]+ M +m+
2m ¢t |71 2m - ¢ 72| 7121 ! 2 |7,

Ma nei capitoli precedenti (scatola tridimensionale) abbiamo visto che se I'Hamiltoniano & la somma di
termini che dipendono da variabili diverse, allora la funzione d’onda si puo fattorizzare in un prodotto di
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funzioni delle singole variabili. Se I'Hamiltoniano fosse additivo in due termini dipendenti ciascuno dalle
coordinate di un solo elettrone, la funzione d’onda sarebbe fattorizzabile nel prodotto di due funzioni
monoelettroniche.

P(x, %) = Py ()2 (%)

Da cio deriva I'affermazione fatta precedentemente secondo la quale in prima approssimazione possiamo
assumere che la autofunzioni dell’elio siano quelle dell’atomo idrogenoide con Z=2. La fattorizzazione &
conforme all’interpretazione probabilistica: se i moti dei due elettroni fossero mutuamente indipendenti, la
probabilita dell’evento composto di trovare contemporaneamente e; in X;ed e; in X, sarebbe pari al
prodotto delle probabilita indipendenti dei due eventi “e; in xX;” e “e2in X,”. Il termine repulsivo introduce
pero una correlazione tra le due probabilita che inficia la trattazione come eventi indipendenti.

Per un’analisi piu accurata della struttura elettronica e delle energie & quindi necessario considerare la

presenza del termine —,
[712]

L'equazione di Schroedinger corrispondente non puo essere risolta in modo esatto (analitico). Tuttavia, sono
state sviluppate numerose tecniche di approssimazione che permettono di calcolare le funzioni d'onda
polielettroniche con grande accuratezza.

che dipende dalla posizione di entrambi gli elettroni.

Un modello semplice consiste nel considerare la repulsione elettronica come una semplice diminuzione
media dell'attrazione nucleare, dovuta alla presenza degli altri elettroni, che hanno I'effetto di schermare la
carica nucleare. In altre parole, si assume che ciascun elettrone sia soggetto non alla carica intera del nucleo
ma ad una carica diminuita per effetto della presenza del secondo elettrone che vi orbita intorno.

In questo caso, I'hamiltoniano diventa

—

—h? Zegre® _ Zegre’
A=2Xw2,, +v2,,)— "L _Zare
2m (Ve ) =] Irs

dove Z,srsi dice carica nucleare efficace ed ha un valore incognito un po’ inferiore a 2 per He. H puod essere
scomposto in due hamiltoniani monoelettronici

g o_ M o2 Zegre? g _-h o2 Zesre®
Hl - 2m (V el) |T'1| e H2 - 2m (V 62) |T2|

cui corrispondono due equazioni di Schroedinger di tipo idrogenoide.
La carica nucleare efficace essendo inferiore alla carica nucleare vera, viene spesso espressa come differenza

Zeff =Z—0
Dove osi dice “costante di schermo”.
La funzione d’onda complessiva sara il prodotto di due funzioni monoelettroniche come visto sopra, e
I’energia sara la somma delle energie dei due elettroni

E = El + Ez

Si pone ora il problema di come determinare le cariche nucleari efficaci. Esistono diversi metodi.

Una possibilita &€ quella di determinare empiricamente la carica efficace sulla base di qualche proprieta
sperimentalmente misurabile. Tra le proprieta utilizzabili vi sono le energie delle transizioni elettroniche e le
energie di ionizzazione. Per queste ultime vale la relazione empirica

Z 2 7 —a1?
= b [ = |

ConEy =13.6eV
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Dove n & il numero quantico principale dell’orbitale dal quale I'elettrone & estratto, € e I'energia di
ionizzazione ed Ey & I'energia dello stato fondamentale dell’atomo di idrogeno (che € anche la sua energia
di ionizzazione). Questa formula € molto ragionevole se si considera la formula dell’energia dei livelli

. - A . , T , . . .
idrogenoidi, nella quale E,, « (;)2. In pratica, I'energia di ionizzazione dell’He ci permette di valutare di
quanto si & ababssato il suo livello fondamentale rispetto all’atomo di H, e da qui risaliamo a Z,¢ .

| valori sperimentali delle due energie di ionizzazione dell’atomo di He, sono:

& = 24.59 B(corrispondente alla rimozione di un elettrone per produrre lo ione He* (idrogenoide!)

&, = 54.42 (corrispondente alla rimozione del secondo, cioé all’energia dello stato fondamentale dello ione
idrogenoide He*).

Poiché per He n=1, dalla formula precedente otteniamo Z,sr— ’S/EH =1.34,dacuioc =2 — Z,rr = 0.65.

In pratica, possiamo dire che il secondo elettrone non “sente” un nucleo con carica 2, ma con carica 1.34.

Questo vale non solo per He, ma per tutti gli atomi polielettronici.

Esempio: se si considera I'atomo di Li (Z=3), I'energia di ionizzazione & pari a 5.39eV.

[Z—G]_5.39_0369
2 | 136

Z— 0 =20369 = 1.26
Cio significa che la carica nucleare effettiva e di soli 1.26e e che la costante di schermo ¢ pari a
3-1.26=1.74
Cioé i primi due elettroni s schermano piu di meta della carica del nucleo.
Questo esempio & molto importante e deve essere collegato a quanto sappiamo sulla distribuzione di carica

nei vari tipi di orbitali.
Se l'elettrone 2s pil esterno risiedesse

A completamente al di fuori dell’orbitale occupato
Il 2s penetra all’interno dell’1s, fino al nucleo. In dai due elettroni 1s, dovrenno attenderci una
questa regione & poco schermato dal secondo K ! . , R
Y clettrone costante di schermo di 2 perché la carica

sfericamente distribuita dei due elettroni 1s é
elettrostaticamente equivalente ad una carica -2e
nel centro di massa della distribuzione, cioé sul
\ nucleo. La carica nucleare efficace sarebbe in
questo caso 3-2=1. Poiché I'elettrone 2s ha una
r certa capacita di avvicinarsi al nucleo penetrando
la distribuzione degli 1s, la costante di schermo &

inferiore.

1s 2s

v

Da quanto visto sopra, si deduce che le energie di ionizzazione contengono molta informazione sulla capacita
degli elettroni pil interni di schermare quelli piu esterni. In generale, si osserva che elettroni descritti da
orbitali di tipo diverso producono un diverso grado di schermatura del nucleo. Osservare il loro andamento
periodico (se non e chiaro v. testi di chimica generale o Wikipedia per una spiegazione dettagliata).

23 Notare che le energie di ionizzaizone sono positive, conformemente alla convenzione del segno per i
processi chimici. La reazione di ionizzazione &: He —» Het + e~ ed & endoergonica.
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Le costanti di schermo calcolate dalle energie di ionizzazione mostrano che i diversi orbitali atomici hanno
diversa capacita di schermare il nucleo e diversa capacita di penetrare i gusci interni e risentire della capacita
di schermo dei livelli inferiosi.

In generale, si osserva che gli orbitali di tipo s, che hanno una elevata densita di probabilita sul nucleo,
risentono poco della capacita di schermo degli altri elettroni e si dice che hanno una maggiore “capacita di
penetrazione”. Seguono gli orbitali di tipo p e d (che hanno probabilita nulla sul nucleo)

Capacita di penetrazione: s> p >d

Inoltre, gli orbitali s hanno una elevata capacita di schermo in virtu della loro distribuzione sferica.

Negli orbitali idrogenoidi le energie dipendevano solo dal numero quantico principale n. Ricordando che la
formula dell’energia degli orbitali idrogenoidi, sostituendo la carica nucleare con la carica nucleare effettiva,
che e diversa per ciascun tipo di orbitale considerato, otteniamo

—Zez,ffe4 1

8e2h? n?

e poiché Z,rrdecresce nell’ordine s 2 p=> d, le energie degli orbitali con un dato n negli atomi
polielettronici crescono?® nell’ordine s = p= d. Quindi da un punto di vista chimico, il pil importante
effetto della presenza della repulsione elettronica & quindi la perdita della degenerazione tra orbitali di pari
n.

2.7 Il metodo Self Consistent Field (SCF)

L’effetto di schermo degli elettroni pud anche essere calcolato senza ricorrere a dati empirici quali le energie
di ionizzazione. La tecnica utilizzata e di tipo iterativo e consiste nei seguenti passi:

A)si utilizzano le funzioni idrogenoidi per una prima stima della distribuzione elettronica,

B) si valuta I'effetto di schermo di questa distribuzione su ciascun elettrone calcolando un “potenziale
efficace” risultante dalla somma dei campi del nucleo e degli altri elettroni.

C) si aggiornano le funzioni d’onda tenendo conto della prima stima di del potenziale efficace

D) si ripetono i passi B) e C) ottenendo nuovi potenziali efficaci e nuove funzioni d’onda, fino a convergenza.

24 Cioé diventano meno negative
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A ciascuna iterazione del metodo di ottiene una stima pil accurata di come ciascun elettrone viene
schermato dagli altri. La procedura normalmente converge verso valori accurati delle funzioni d’onda. Poiché
il risultato & un set di ¥ che produce su ciascun elettrone un campo elettrico realistico, la procedura viene
detta “del campo autocoerente ( o autoconsistente)” (Self Consistent Field, o SCF in inglese). Nella sua
versione matematicamente piu aticolata, il metodo viene anche detto “metodo di Hartree Fock” dal nome
dei suoi inventori.

Vediamone in maggior dettaglio il funzionamento nel caso dell’atomo di He. Il punto di partenza & una
fattorizzazione in orbitali idrogenoidi (ma si potrebbe partire anche da orbitali diversi)

lp(foz) = lp(fﬂl/)(fz)
Dove le due funzioni 1) sono uguali perché assumiamo che i due elettroni si trovino nello stesso orbitale.
Sulla base di questa distribuzione elettronica, possiamo stimare I'energia potenziale dell’elettrone in X;
prodotta dall’elettrone 2 (distribuito in 1 (x;)).
Per eseguire questo calcolo dobbiamo costruire I'operatore quantistico relativo all’osservabile

“Potenziale coulombiano prodotto in X,da una carica in x,”
2
effr— =\ _ e = - . T
V7 (g, %) = meary » CON T2 = |X; — X,|. Come sempre per i potenziali che
perr

dipendono solo dalla posizione, I'operatore quantistico corrispondente V- corrisponde alla moltiplicazione
epr I'espressione classica. Quindi il valore medio dell’osservabile é:

Veff(—)_ij Y (0 dE

1 X)) = 4meg P(x2) 1 P(x2)dx;

dove ry, € la distanza tra X; e X, e la dicitura “eff’ sottolinea che si tratta di un potenziale “effettivo” mediato
per tutte le posizioni dell’elettrone 2. La dipendenza da X,& scomparsa integrando su tutte le posizioni
possibili dell’elettrone 2%,

Mediante questo potenziale, possiamo costruire una versione aggiornata dell’hamiltoniano dell’elettrone 1
h? 1 e?

Prri e Y

Notare che questa espressione dipende solo dalla coordinata Xx;. La corrispondente equazione di
Schroedinger puo essere risolta (numericamente)

La grandezza classica &

HIT = —

HT 9 (%) = ey’ (%)

E fornira, oltre ad una prima stima dell’energia dell’elettrone 1 e; , un nuovo valore 1'd ella funzione d’onda
che tiene conto in modo approssimato della posizione del secondo elettrone descritta da Y (x,).
Lo stesso si puo naturalmente fare anche per I'altro elettrone, costruendo un Vzeff(fl) e H;ff ma in questo

caso specifico il risultato sara identico perché gli elettroni sono nello stesso orbitale. Per atomi con pil
elettroni, Vl.eff dovra tener conto di tutti gli elettroni tranne I'i-mo.
In questo modo si sono ottenute due funzioni monoelettroniche piu accurate ¥’ (x;) e Y'(X;). Partendo da

queste, si puo effettuare una nuova e piu accurata stima di Vl.effed Hieff. Risolvendo nuovamente I'eq. di S.

e . . — PN \
per H; IT otteniamo una nuova stima Y''(%;), pit accurata della precedente. Questa procedura pud essere

ripetuta fino a quando i valori di " (X;) e delle energie associate non variano piu di una certa soglia di
accuratezza prefissata. Generalmente, le prime correzioni a V; T sono grandi, poi tendono a diminuire
convergendo verso un valore costante. Parallelamente anche le funzioni d’onda e le energie convergono

verso valori limite. In genere si interrompe il ciclo quando le variazioni di energia tra due cicli successivi

%5 Questa espressione tra I'altro & molto simile alla forma del potenziale coulombiano classico tra una carica
puntuale e in X;ed una carica diffusa su tutto lo spazio con densita di carica ey (x5).
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scendono al di sotto di una soglia prefissata (criterio di convergenza),che rappresenza l'accuratezza
desiderata nelle energie.

| programmi di calcolatore quali Arguslab (introdotto all’inizio del corso) utilizzano questa procedura per
calcolare la struttura elettronica di atomi e molecole. All’'utente viene richiesto di specificare una soglia di
variazione di energia entro la quale considerare “autocoerente” la funzione d’onda iterativamente
aggiornata. Normalmente sono richieste alcune decine di iterazioni per ottenere una precisione entro valori
chimicamente rilevanti (alcuni kJ/mol).

Questo metodo di valutazione delle interazioni elettrone-elettrone ha validita del tutto generale e puod
essere utilizzato non solo per gli atomi, ma anche, come vedremo in seguito per le molecole. Le funzioni
d’onda e le energie ottenute si dicono funzioni d’onda ed energie di Hartree-Fock. Per quanto si spinga la

. L . Calcolo potenziali efficaci Costruzione Nuove autofunzioni
IStima iniziale con funzion eff o PO ISoluzi Schroedii .
idrogenoidi V(%) Hamiltoniani efficaci oluzione eq. Schroedinger] ed energie

$(5,5) = PEIWE) monoelettronici Hf” Yo (%) = Eintpn (7)) Ein

1% 1 2 ﬁfff =T+ ‘Ze// Pi (%)
Controllo convergenza
AE; = E[, — E);

Atofunzioni ed energie ottimali
Ein
Yin(%)

precisione del procedimento iterativo, questi risultati non convergono ai valori esatti che si otterrebbero
risolvendo I'equazione di Schoroedinger multielettronica (cioé non fattorizzando la funzione d’onda). Infatti,
il metodo di HF considera solo I'interazione media di ciascun elettrone con tutti gli altri, e non le interazioni
istantanee. Le interazioni istantanee tra elettroni prendono il nome di “correlazione elettronica” e sono
responsabili sia dei dettagli della struttura elettronica che di importanti fenomeni quali ad esempio le forze
di van der Waals?. Esistono naturalmente tecniche accurate per il calcolo della correlazione elettronica, ma
non saranno affrontate in questo corso semplice.

2.8 Atomo di Elio: effetto dello spin

Nella discussione dell’atomo di elio abbiamo assunto che il secondo elettrone potesse essere descritto dallo
stesso tipo di funzione d’onda del primo, ad esempio, nello stato fondamentale, un orbitale 1s. Il principio di
esclusione di Pauli enunciato al capitolo precedente viene rispettato in questo caso.

Poiché i due elettroni sono identici ed indistinguibili, scambiandoli non possono cambiare le proprieta
dell’atomo, quindi

Y(1.2)1? = [Y(2,1))?
In altre parole, la distribuzione della densita elettronica deve rimanere la stessa per scambio di due elettroni.
Questo puo avvenire in due casi:

a) ¥(1,2) =9(21)
b) ¥(1,2) = -y(2,1)

Come anticipato nel capitolo 2.3 il Principio di Pauli afferma che per tutte le particelle con spin
-_l-%h (Fermioni) vale la relazione b), mentre per le particelle con spin +# (Bosoni) vale la relazione a). Questo

%6 || calcolo di Hartree Fock dell’energia di interazione tra due atomi di He o Ar fornisce un’energia di
interazione nulla, mentre € noto che anche tra i gas nobili sussistono forze di van der Waals, responsabili ad
esempio della loro condensazione a basse temperature.
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principio € da considerarsi un postulato della meccanica quantistica non relativistica, ma puo essere ricavato
dalla formulazione relativistica.

Poiche la funzione d’onda deve essere antisimmetrica per scambio di due elettroni, la fattorizzazione
introdotta precedentemente

P(1,2) =p(1)Y(2)

non e adeguata (resta infatti invariata per scambio degli elettroni, per la proprieta commutativa del
prodotto). E quindi chiaro che il compito di rendere antisimmetrica la funzione deve spettare alle funzioni
di spin a e B *per le quali dobbiamo moltiplicare le Y per avere degli spin-orbitali completi.

Consideriamo ora tutti i modi in cui possiamo attribuire lo spin ai due elettroni dell’elio. Si possono scrivere i
seguenti casi:

1) a(a(?2) (tutti e due gli elettroni hanno spin @)

2) BBR) (tutti e due gli elettroni hanno spin 8)

3) a(1)B(2) (I'elettrone 1 ha spin a e 'elettrone 2 ha spin )
4) a(2)p(1) (...viceversa)

Tra queste combinazioni, 3) e 4) hanno un difetto: e impossibile decidere tra I'una e I'altra perché gli elettroni
sono indistinguibili. Un sistema con spin opposti pud essere descritto identicamente da entrambe le funzioni.
Possiamo quindi ricorrere al principio di sovrapposizione?® e ricavare due combinazioni lineari di 3) e 4),
equivalenti a 3) e 4) nelle quali gli elettroni sono indistinguibili:

3) 51a(DB@) +a)BD)]
#) la(B@) ~ a(@B)]

. 1 . I
(il fattore 7 servea mantenere normalizzate le funzioni).

Tra le funzioni 1),2),3’) e 4’), solo 4’) & antisimmetrica per scambio degli elettroni, infatti, scambiando 1 con
2 abbiamo

[(2)B(1) —a(D)B2)] = —[a(DB2) — a(2)p(1)]
La funzione d’onda completa (antisimmetrica) per i due elettroni dell’atomo di elio & quindi

P(1,2) = lP(l)lP(Z)% [a(DBR2) —a(B(D)] =

1
ﬁ[lp(l)lp(Z)a(l)ﬁ(Z) —p(DY)a)p)] =
1
% [(W(Da (D)W (@)B2) — (Y(2)a(2))(Y(D)BMD)]

Questa espressione & complessa ma molto simmetrica. Essa pud essere espressa come determinante di una
matrice

27 Avete incontrato il principio di Pauli in due forme. Molto sinteticamente: a) “gli spin degli elettroni in un

orbitale devono essere opposti”; oppure b) “la funzione d’onda deve essere antisimmetrica”. Vi sarete chiesti

che relazione c’e tra queste due formulazioni. Stiamo per scoprirlo...

2 \edi corso “Meccanica Quantistica”. Quando un sistema pud essere descritto da due autofunzioni distinte,

la descrizione pili generale consiste nel descriverlo con una combinazione lineare delle stesse (normalizzata).
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1 p(Da(l) pABA)
YD Zh@a@) w@BER)

Questa forma determinantale della funzione d’onda prende il nome di “Determinante di Slater”. Ciascuna
riga contiene un elettrone (1 o 2) e ciascuna colonna un tipo di funzione (Ya o YB). L'utilita del determinante
di Slater va ben oltre I'aspetto mnemonico. Infatti ricordando le proprieta dei determinanti abbiamo che:
a) Se la matrice contiene due righe o due colonne uguali, il determinante si annulla. Questo equivale
a dire che non possiamo mettere due elettroni negli stessi spin-orbitali (verificare). Abbiamo quindi
verificato I'’equivalenza delle due formulazioni del principio di Pauli:

“Due elettroni non possono avere gli stessi
Y(1,2) = —y¥(2,1) numeri quantici”

b) Se scambiamo due righe della matrice, il determinante cambia di segno. Quindi tutti i determinanti
di Slater sono funzioni antisimmetriche.

Questo stratagemma matematico ci permettera di scrivere con semplicita funzioni d’onda spin-orbitaliche
per qualsiasi sistema a piu elettroni. E’ sufficiente costruire la matrice che ha per colonne le funzioni
disponibili (per gli atomi, ottenibile dalla configurazione elettronica dell’elemento), popolate con un diverso
elettrone per ogni riga.

Finora abbiamo considerato solo lo stato fondamentale della molecola di elio. Prendiamo in considerazione
gli stati eccitati ottenuti promuovendo un elettrone ad un livello superiore, ad. Esempio promuovendo un
elettrone 1s a 2s.

2s | 2s

Si potrebbe superficialmente ipotizzare che lo stato di destra possa essere descritto da funzioni come

P1s(DP2s(2)
P1s(2)P2s(1)

Ma queste espressioni hanno il difetto di distinguere i due elettroni, e pertanto le combinazioni pil corrette
sono le combinazioni lineari

Ys = N’ls(l)ll-’Zs(z) + ll—'ls(z)llJZs(l)]

Y, = [W1s(D2s(2) - l|115(2)l|125(1)]

SIS
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che sono rispettivamente simmetrica ed antisimmetrica per scambio degli elettroni (anche senza parte di
spin). Per costruire uno spin-orbitale antisimmetrico abbiamo quindi ora due possibilita:
A) Combinare la y¢ (simmetrica) con I'unica funzione di spin antisimmetrica 4’)
1 1
Y(1,2) = N (Y15 (D25(2) + P15(2)P2s(D)] N [a(DB2) — a(2)p(1)]
Poiché esiste una sola combinazione di questo tipo, lo stato si dice anche “stato di singoletto”. Gli spin
accoppiati si sommano vettorialmente come illustrato nella parte (a) della figura sottostante.

B) Combinare s, con una qualsiasi delle funzioni simmetriche 1), 2) e 3’)

V(2 = % 16 (Dpas(2) — Prs (s (Da(Da(2)
1
V' (1.2) = 1@ ~ o@D
1 1
0" (12) = 2= Wh1s (D (2) = s Dibas (D] 5 (DB + a@PCD]

Poiché esistono tre diverse combinazioni di spin in cui si pud trovare questo stato, lo stato si dice
“stato di tripletto”. Le tre corrispondenti combinazioni dei vettori di spin sono illustrate nella parte
(b) della figura sottostante (tratta da P. Atkins, J.De Paula, J.Keeler, Phisical Chemistry, 11th ed.,
Oxford University Press, 2018)

Ms=0
(a) S=0 (b) S=1

Figure 8C.2 (a) Electrons with paired spins have zero resultant
spin angular momentum (S = 0). They can be represented by

two vectors that lie at an indeterminate position on the cones
shown here, but wherever one lies on its cone, the other points
in the opposite direction; their resultant is zero. (b) When two
electrons have parallel spins, they have a nonzero total spin
angular momentum (S = 1). There are three ways of achieving this
resultant, which are shown by these vector representations. The
red vectors show the total spin angular momentum. Note that,
whereas two paired spins are precisely antiparallel, two ‘parallel’
spins are not strictly parallel. The notation S, M is explained later.

E’ interessante notare che mentre nel caso (a) i vettori del momento angolare di spin sono paralleli,
nel caso (b) non sono esattamente paralleli, ma sono semplicemente rivolti dalla stessa parte. Solo
Questa possibilita di “molteplicita di spin” compare molto spesso nei sistemi multielettronici, sia
atomici che molecolari. Ed ha importanti conseguenze. Infatti, per ora abbiamo ricavato queste tre
autofunzioni come associate alla stessa parte orbitale, e quindi alle stesse energie. Tuttavia, vedremo
presto che l'interazione magnetica tra spin e momento magnetico orbitale fa si che queste tre
funzioni d’onda acquisiscano anche tre energie leggermente diverse (accoppiamento spin-orbita).
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2.9 L’tomo di Litio
Quanto appena visto puo essere facilmente esteso all’atomo di Litio (Z=3).
Il determinante di Slater per lo stato fondamentale sara:

1 [P1sa®) P (DEA)  Pos(Da(l)
¥(1,23) = NG Y15(2)a(2) P15(2)B(2)  Pas(2)a(2)
Y15(3)a(3) P1sB)BB)  P2s(3a(3)

In questo esempio, I'elettrone in 2s ha spin @ e complessivamente I'atomo ha spin +=#. Puo esistere
2

naturalmente anche un atomo conil 2sin . | due tipi di atomi sono distinguibili. Ad esempio saranno deflessi
in direzioni opposte in un campo magnetico non uniforme (v. esperimento di Stern e Gerlach pil sopra).

2.10 Atomi a piu elettroni. Il principio di Aufbau e la regola di Hund

Possiamo utilizzare i principi visti nei paragrafi precedenti per costruire la struttura elettronica di tutti gli
elementi utilizzando determinanti di Slater costituiti da spin-orbitali monoelettronici. Si tratta naturalmente
di un’approssimazione, ma € un’approssimazione generalmente sufficiente per lo scopo di prevedere i
fenomeni chimici.

| principi da utilizzare sono i seguenti:

1) Nello stato fondamentale degli atomi gli elettroni occupano gli stati a pit bassa energia disponibili,
rispettando il principio di esclusione. Possiamo dire equivalentemente che ce ne stanno due (con
spin opposto) per ogni orbitale, o uno per ogni spin-orbitale (e gli spin-orbitali sono tutti diversi).

2) La posizione dei livelli energetici degli orbitali atomici dipende non solo dal numero atomico Z
(decresce al crescere di Z), ma anche dall’occupazione degli orbitali, per effetto della schermatura
del nucleo da parte degli elettroni. Per ciascun atomo possiamo ottenere una ottima
approssimazione dei livelli energetici disponibili con il metodo HF-SCF visto sopra. La figura seguente
riporta uno schema qualitativo dei livelli degli orbitali in funzione di Z.

a0 75 100
Atomic Number

—
s}
Lh
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E importante notare che:

e Tutte le energie decrescono con Z, ma in modo pill o meno accentuato per i diversi orbitali,
per effetto della diversa capacita di penetrazione/schermo

e Per lo stesso motivo, per ciascun numero quantico principale n, le energie sono ell’ordine

ns < np < nd < nf

o Per effetto di queste differenti variazioni con Z, si hanno alcuni “incroci” tra le linee del
grafico. Ad esempio, in un certo intervallo di Z, i 3d (molto poco penetranti) hanno energie
superiori ai 4s (che hanno n maggiore ma sono molto penetranti). Questo fenomeno
determina la configurazione elettronica dei metalli di transizione, nei quali gli orbitali 3d sono
occupati prima dei 4s. Analogamente i 4d si riempiono dopo i 5s. | 4f (lantanidi) addirittura
dopo i 6s! Ecc. Ecc..

Da questo ordinamento dei livelli deriva il metodo empirico di costruzione delle configurazioni
elettroniche che tutti i chimici studiano nei corsi di base: il cosiddetto “principio di Aufbau” (che
vuol dire “costruzione” in tedesco...). L'ordine di riempimento & quello indicato dalle freccie nella
figura seguente.

I=0 =1 =2 =3

\

g
\.: \
N\

n=2 2s

n=3 35/./ 3d
/ / g
n=4 4s 4d - 4f
/ r 4
n=5 5s 5d @&
r'd
n=6 6s 6d
)4
n=7 7s
'

Questa sequenza funziona per quasi tutti gli elementi. Eccezioni notevoli sono i metalli di
transizione nei quali le configurazioni ns’(n-1)d° e ns'(n-1)d*° sono piu stabili delle ns?(n-1)d*
e ns?(n-1)d° a causa della peculiare stabilita delle configurazioni d” e d*°.

3) Infine, per quanto riguarda I'ordine di riempimento degli orbitali degeneri (ad esempio i 2p nella serie
dal B all’Ne), vale la cosiddetta “regola di Hund” secondo la quale hanno energie inferiori le
configurazione con spin uguali su orbitali diversi, rispetto a quelle con spin opposti. Il motivo di cio e
facilmente compreso: nelle configurazioni con spin uguali su orbitali diversi, la repulsione di Pauli
contribuisce a tenere gli elettroni in orbite meno sovrapposte, nelle quali di conseguenza la
repulsione elettronica e inferiore. Da qui la maggiore stabilita (confermata dai calcoli SCF).

Lo schema dei livelli atomici della figura precedente non & in scala poiché la scala & molto ampia. La figura
seguente mostra invece una rappresentazione in scala
(da: http://www.chemistry.mcmaster.ca/esam/Chapter 5/section 2.html).
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(notare che gli orbitali 1s hanno una scala separata e cha la serie si ferma al Ne)

Questo diagramma tornera molto utile per la comprensione di molti fenomeni. Ad esempio, rende molto
chiaro che per estrarre dagli atomi gli elettroni interni € necessario fornire energie elevate, dell’ordine delle
centinaia di eV. Queste energie corrispondono al campo spettrale dei raggi X. Le spettroscopie a raggi x
(emissione, fluorescenza, assorbimento) sono molto utilizzate nello studio dei materiali.

Inoltre, nei capitoli successivi vedremo che le relazioni di distanza energetica su questo diagramma hanno
grande importanza nel determinare come gli atomi si cmbinano a formare molecole.

2.11 Accoppiamento spin-orbita: primi cenni.

La trattazione dei paragrafi 2.10-2.12 permette di costruire le configurazioni elettroniche degli elementi.
Esse non corrispondono tuttavia a singoli stati atomici esattamente definiti. Se ragioniamo infatti come per
I'atomo di He o Li, per ciascuna configurazione elettronica possiamo costruire diversi determinanti di Slater,
con configurazioni di spin differenti. Negli atomi a molti elettroni il quadro delle possibilita si fa piuttosto
complesso.

A complicare la questione si aggiunge il fatto che la fattorizzazione della funzione d’onda in una parte orbitale
ed una di spin e solo una approssimazione. Nella realta, esiste una debole ma non trascurabile interazione
spin-orbita che perturba i moti orbitali e fa si che I'orientazione degli spin abbia un effetto sulla forma e
sulle energie degli spin-orbitali.
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Fig. 7.4 (a) High and (b) low energy
relative orientations of spin and
/ orbital angular momenta of an
I Low j electron as a result of the interaction
of the corresponding angular
) momenta. The black arrows denote
| angular momenta and the blue

(b) Low 5 arrows denote magnetic moments.
energy

(da Atkins, Friedman, Meccanica Quantistica Molecolare, Zanichelli)

Inoltre abbiamo gia visto che per ciascun atomo possono esistere stati eccitati. Le eneregie di questi stati
corrispondono solo grossolanamente alla promozione di un elettrone a livelli superiori di tipo idrogenoide.
Infatti, ogni qualvolta si varia I'occupazione di un sistema di orbitali, variano le interazioni tra gli elettroni
(che abbiamo descritto come proprieta di schermo) e le posizioni esatte dei livelli vanno rideterminate. Ne
segue che il quadro degli stati accessibili agli atomi e piuttosto complesso. La figura seguente mostra lo

schema degli stati per I'atomo di elio

Orbitally Orbitally
symmetric | antisymmetric
's ' "l P D

15'3d" "
153 118'3p—— 153d
________‘___‘—'-—1 153 pl

153s

Ty 1

15I2p 152 p1
15'25" /
Allowed

.ﬂllnwedll." 182"

Fig. 7.11 The energy levels of a
heliom atom, their classification as
singlers and triplers, and some of the
allowed and forbidden transitions.

In questo diagramma, con le conoscenze acquisite finora, possiamo riconoscere facilmente lo stato
fondamentale (1s%, unico), ed i primi 4 stati eccitati che si originano dalla configurazione 1s2s* (un tripletto
orbitalmente antisimmetrico con spin simmetrico (a destra) ed un singoletto viceversa (a sinistra). Il tripletto
€ piu stabile del singoletto (ma non sappiamo ancora perché). La spiegazione degli stati eccitati superiori
richiede modelli agiuntivi che tengano conto dell’accoppiamento spin-orbita.

La trattazione approfondita richiede una trattazione dettagliata del momento angolare degli atomi, e non
sara affrontata in questo corso. Per un’introduzione all’argomento si consiglia il testo: Mc Quarrie, Simon,
“Phisical Chemistry. A Molecular approach”. Zanichelli. Una trattazione piu approfondita si trova in “Mc.
Quarrie, Simon, “Meccanica Quantistica Molecolare”, Zanichelli. Nei paragrafi successivi forniamo comunque
una descrizione introduttiva semplificata, allo scopo di rendere almeno chiari i problemi ed il linguaggio

necessario a descrvere questi fenomeni.
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2.12 Spettri (atomici e non solo)

Per inquadrare i dettagli della struttura elettronica degli atomi, ed in particolare dei loro stati eccitati, &
necessario fare riferimento al contesto sperimentale ed applicativo nel quale questi dati sono utilizzati: le
spettroscopie atomiche. Alcuni testi presentano le spettroscopie atomiche come meri esperimenti storici,
per via del grande impulso che hanno dato alla nascita ed alla validazione scientifica della meccanica
guantistica. Per il chimico e per lo scienziato dei materiali, le spettroscopie atomiche sono pero anche uno
strumento di lavoro fondamentale e di utilizzo quotidiano nella caratterizzazione dei materiali e nella
chimica analitica.

Nel capitolo precedente abbiamo visto come il livelli atomici siano distribuiti su un ampio intervallo di
energie. Le transizioni tra di essi sono altrettanto distribuite. Inoltre, poiché questi livelli si possono misurare
con grande precisione, essi costituiscono una specie di “impronta digitale” degli elementi. Di conseguenza,
le spettroscopie atomiche (o dei livelli atomici interni nei sistemi molecolari o cristallini, che sono poco
influenzati dalla formazione dei legami chimici) sono spesso utilizzate per il riconoscimento della
composizione elemntare in chimica analitica.

La misura degli spettri di assorbimento o di emissione di campioni atomizzati ad alta temperatura ad
esempio, e di gran lunga la tecnica analitica piu completa ed accurata per determinare quantitativamente la
composizione elementare di un campione (sara approfondita nei corsi di Chimica Analitica).

Similmente la misura della fluorescenza nel campo dei raggi X, le cui energie caratteristiche dipendono dalle
posizioni dei livelli profondi degli atomi, & una delle tecniche piu utilizzate per la determinazione della
composizione elementare dei campioni solidi. Similmente, i raggi X caratteristici emessi dai campioni solidi
bombardati con elettroni nei microscopi elettronici, sono utilizzati per ottenere analisi chimiche su scala
microscopica e mappe di composizione dei campioni (vedi corsi di Spettroscopia e Microscopia).
Innumerevoli tecniche diagnostiche sui materiali hanno inoltre il loro fondamento nella spettroscopia
atomica (XPS, UPS, PIXE, EXAFS, NEXAFS, XAS, per citare solo alcune sigle che approfondirete in corsi futuri).
Per tutti questi motivi, lo studio della struttura elettronica dettagliata degli atomi non e solo una pietra
miliare della fisica, ma anche uno strumento tecnologico molto utilizzato nella pratica scientifica e
tecnologiaca professionale.

| concetti di spettro/spettroscopia sono molto generali e sono gia stati introdotti implicitamente nei corsi e
nei capitoli precedenti.

Chiamiamo spettro il risultato di un esperimento di interazione tra un campione ed una radiazione
elettromegnetica, il cui risultato sia una relazione tra un’osservabile (emissione, assorbimento, riflessione,
ecc.) e 'energia/frequenza/lunghezza d’onda (che variabili equivalenti) della radiazione che ha stimolato
il campione?®.

Una possibile classificazione delle spettroscopie le divide in spettroscopie:

- di assorbimento, quando I'osservabile misurata é I'intensita di radiazione assorbita dal campione in
funzione dell’energia/frequenza/lunghezza d’onda. In questo caso, l'interazione con la radiazione
e.m. comporta una transizione da un livello energetico inferiore ad un livello eccitato superiore. Sono
esempi di questo tipo le comuni spettroscopie di assorbimento UV, IR, NIR, XAS.

- di emissione, quando un campione viene portato in uno stato eccitato con un trasferimento di
energia diverso (calore, bombardamento con particelle) e si osserva I'emissione di radiazione e.m.
conseguente al ritorno a stati meno eccitati. Ne sono esempi i semplici “saggi alla fiamma” per

29 N.B. non tutti gli esperimenti di interazione tra la radiazione e.m. e la materia sono spettroscopici. Ad

esempio, gli esperimenti di diffrazione, che misurano I'intensita di un fascio di radiazione/particelle diffratto

a vari angoli, non sono considerati “spettri” (anche se graficamente vi assomigliano) perché non sono misurati

in funzione di un’energia/frequenza, ma “diffrattogrammi” perché misurati in funzione di uno o pit angoli.
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riconoscere alcuni elementi chimici®, le accurate spettroscopie ICP-OES per analisi elementare3?, e
le tecniche di “microanalisi” o EDX utilizzate nei microscopi elettronici®2.

- Di fluorescenza, quando sia |'eccitazione che il decadimento del campione avvengono tramite
radiazione e.m. (in opportune condizioni € possibile misurare separatamente la radiazione assorbita
e quella ri-emessa).

hv

; /\/\/\> hv, /\/h\\//z\}

P

emissione assorbimento fluorescenza

Per i fenomeni spettroscopici vale il principio generale della conservazione dell’energia, cioé I'energia
trasporata dalla radiazione e.m. deve compensare la variazione di energia del sistema interagente.

La descrizione fisica quantistica dell'interazione tra un’onda elettromagnetica e la materia & piuttosto
complessa, perché I'onda & intrinsecamente un fenomeno dipendente dal tempo, cosi come lo & il concetto
stesso di transizione tra due stati (un evento che avviene ad un certo tempo). Lo studio quantomeccanico
accurato delle spettroscopie si fonda quindi sull’eq. di Schrodinger dipendente dal tempo (v. corso MQ),
che descrive I’evoluzione temporale dei sistemi quantistici (mentre finora ci siamo occupati solo di stati
stazionari indipendenti dal tempo).

Tuttavia, ai fini della trattazione seguente, possiamo affrontare lo studio introduttivo delle spettroscopie
utilizzando solo analogie classiche e I'equivalenza onda-particella. Tutte le osservazioni qualitative che
faremo nei paragrafi seguenti possono essere derivate in modo quantitativo con un metodo detto “Teoria
delle perturbazioni dipendenti dal tempo (time-dependent perturbation theory)”. Rimandiamo ai testi
specialistici per una sua descrizione accurata.

La radiazione elettromagnetica puo essere descritta come un fascio di particelle (i fotoni) con:
E=hv = % (eq. di Einstein)

Per il principio di conservazione dell’energia, 'energia della radiazione emessa/assorbita deve eguagliare la
differenza di energia tra lo stato finale ed iniziale del sistema. A questo proposito € lecito chiedersi: “ma
perché il fotone deve avere esattamente I’energia richiesta? Non potrebbe averne di pit ed usarne solo una
parte per eccitare la transizione?”. La risposta viene dall’analisi quantistica dettagliata ed e: “NO, affinché un
fotone venga assorbito, deve avere esattamente I'energia richiesta dalla transizione” o, in altre parole, la
probabilita della transizione & inversamente proporzionale alla differenza di energia tra la radiazione
incidente e la spaziatura tra i livelli della transizione. Questo requisito pud sembrare abbastanza strano, ma
in realta e piuttosto ragionevole sulla base di considerazioni classiche che vedremo tra poco. Inoltre, spiega
perché molti corpi sono trasparenti alle radiazioni che non sono in grado di assorbire33.

30 https://it.wikipedia.org/wiki/Saggio alla_fiamma

31 https://it.wikipedia.org/wiki/Spettroscopia_di_emissione atomica

32 https://it.wikipedia.org/wiki/Spettroscopia EDX

3 Vedi ad esempio la relativa trasparenza dei materiali ai raggi X (troppo energetici) o alle onde radio (troppo

poco energetiche) o il fatto che alcuni neutrini ad alta energia provenienti dallo spazio attraversino la Terra
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Inoltre, anche il fotone ha uno spin intrinseco ed & un bosone, cioé possiede momento angolare intrinseco
intero (+#h)e una funzione d’onda simmetrica per scambio di due fotoni. Qualitativamente, si puo vedere
guesto fatto come se la radiazione e.m. avesse una certa tendenza a far girare gli oggetti (carichi) con cui
interagisce, e non solo a spingerli linearmente. Questo ha importanti conseguenze spettroscopiche che
vedremo tra poco.

L'interazione tra la radiazione e.m. e la materia puo essere descritta mediante un’analogia classica.
Classicamente, la radiazione trasferisce energia cinetica ad un sistema di cariche quando queste, con il loro
movimento, sono in grado di acquisire un momento di dipolo elettrico. Al contrario, spostamenti simmetrici
di carica non sono in grado di assorbire un’onda elettromegnetica. Affinché I'onda/fotone venga assorbita, e
quindi necessario che nel sistema in esame si produca uno spostamento asimmetrico di carica durante la
transizione (sia essa una transizione elettronica, una vibrazione o una rotazione).

Questo requisito & molto ragionevole ragionando al contrario: possiamo vedere il dipolo elettrico oscillante
come un’antenna (v. corso di Fisica 2). Nelle spettroscopie di emissione I'antenna & trasmittente, ed in quelle
di assorbimento e ricevente.

Questa importante analogia calza a pennello anche con il requisito energetico visto sopra (E = hv). Infatti,
possiamo vedere il fenomeno di assorbimento (o emissione) da parte del dipolo come un fenomeno di
risonanza tra I’onda ed il dipolo oscillante. Affinche ci sia risonanza tra i due (=trasferimento di energia), &
necessario che oscillino con la stessa frequenza (che in meccanica quantistica vuol dire anche con la stessa
energial)®*.

Come si puo determinare se una transizione produce un momento di dipolo? E’ semplice: basta costruire
I'operatore i relativo al momento di dipolo elettrico u:

a=qx dove q é la carica spostata ed X é lo spostamento.
Si tratta di un vettore, con componenti
fe = ex, iy = ey, fi, = ez

Trattandosi di un operatore che dipende solo dalle coordinate, & una semplice moltiplicazione (per il 2°
postulato della MQ). Per sistemi di pil cariche, come atomi o molecole, il dipolo totale & la somma sugli
spostamenti di tutte le cariche. Per valutare una transizione dobbiamo fare agire I'operatore £ sulla funzione
d’onda dello stato iniziale ¥; e poi proiettare il risultato sullo stato finale y:

i= fl/}f*ﬁ P,;dVss integrale momento della transizione

senza impedimento. Non si tratta di una fisica diversa: & che non saprebbero dove scaricare quell’energia in
eccesso che possiedono, e quindi proseguono il loro viaggio!
3Se questo requisito di risonanza vi sembra strano, provate a pensare a quando da bambini avete imparato
a spingervi sull’altalena: solo oscillando il vostro corpo alla frequanza caratteristica di quella particolare
altalena riuscivate a prendere quota acquistando energia...
35 Questa formula funziona anche per calcolare il momento di dipolo che risulta dalla trasformazione di una
densita di carica descritta da 1; in una descritta da 1. O viceversa. Abbiamo sfruttato il fatto che I'integrale
soprascritto & il prodotto scalare tra Y e ;. Il prodotto scalare & una misura di quanto due funzioni
coincidono nello spazio, e per questo viene anche detto “proiezione”.
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Questo integrale si dice momento della transizione da 1; ay); e qualsiasi programma di calcolatore lo calcola
molto rapidamente quando siano note le funzioni. Ha naturalmente 3 componenti uy, (4, 4, che si ottengono
integrando le tre componenti dell’operatore vettoriale visto sopra.

Dalla teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo si ottiene che la probabilita della transizione i — f

e proporzionale a u. Le transizioni con yu = 0 vengono dette transizioni proibite e normalmente non si
osservano (ma ci sono delle eccezioni) mentre quelle con u # 0 si dicono transizioni permesse e si osservano.
Nel complesso, il requisito di risonanza dell’energia/frequenza E = hv ed il requisito u # 0 prendono il nome
di “regole di selezione” ed hanno grande importanza in spettroscopia perché permettono di prevedere quali
transizioni possono essere eccitate dalla radiazione, e quindi quali siano osservabili.

Torniamo ora brevemente alla descrizione della transizione come collisione non-elastica® tra fotone e
materia. Gli stati iniziale e finale della transizione possono differire per momento angolare (L, L;, S, Ms).
L'assorbimento o I'emissione di un fotone comportano rispettivamente la sua scomparsa o la sua creazione,
con conseguente cancellazione o creazione di momento angolare (ricordiamo che il fotone ha spin
+h). Poiché le transizioni spettroscopiche non sfuggono al principio fisico generale della conservazione del
momento anglare, ne deriva che possono avvenire solo quelle transizioni in cui il momento angolare totale
si conserva. Cioe un sistema atomico o molecolare potra assorbire il fotone solo se nella transizione € in
grado di assorbirne il momento angolare, trasformandolo in momento angolare orbitale o di spin.
Analogamente, I'emissione di un fotone & possibile solo se il sistema emettitore varia di un quanto A di
momento angolare.

Una conseguenza molto semplice ed importante di cio ¢ il fatto che tutte le transizioni di un elettrone tra
stati con lo stesso momento angolare orbitale sono proibite. Ad esempio, un elettrone non puo transire da
un livello 1s ad un 2s, perché hanno entrambi L=0 (v. capitolo seguente).

Non si tratta comunque di una regola di selezione aggiuntiva rispetto a quella dettata dal momento della
transizione u. Si puo infatti dimostrare che I'integrale u si annulla per simmetria quando le funzioni ; e ¢
hanno uguale momento angolare.*’

2.12 Spettri degli atomi idrogenoidi

Sulla base di quanto visto al capitolo precedente,possiamo prevedere lo spettro dell’idrogeno atomico e degli
atomi idrogenoidi.

Per una transizione da un orbitale descritto dai n. quantici n;, l;, m; ad uno descritto da ng, lr, ms il momento
della transizione si ottiene calcolando gli integrali

.ux =e fV lp;f,lf,mfx l/}ni,lif,midv .uy =e fV lp:lf,lf,mfy lpni,lif,midv :uZ =e€ fV l/)‘;klf,lf,mfz l/)ni,lif,midv

Per risolvere questi integrali & necessario passare in coordinate polari e sostituire con le espressioni analitiche
ricavate per gli orbitali idrogenoidi. Il calcolo & semplice ma laborioso e non lo ripetiamo in questa sede. Basti
ricordare che gli integrali conterranno prodotti di armoniche sferiche, che costituiscono la parte angolare
degli orbitali. Queste godono di proprieta di simmetria tali per cui molti degli integrali si annulleranno. Dal
calcolo esplicito si ricava che solo gli integrali con

Al=41,Am=0,%1

sono diversi da zero. Queste sono quindi le regole di selezione per gli atomi idrogenoidi.

36 Sj definiscono non-elastiche o inelastiche le collisioni con scambio di energia.
37 Vedremo in seguito che I'annullamento di u pud essere previsto in base alle sole caratteristiche di
simmetria delle funzioni coinvolte, facendo uso della teoria dei gruppi di simmetria.

69




La figura seguente (storicamente nota come diagramma di Grotrian) illustra le transizioni permesse:

s p d s p d s p d
15328 (H)
20 571 (H;)
102 824 23039 (H)
97 492 24 380 (H,)
82 259 '
Lyman Balmer Paschen

Figure 8C.1 A Grotrian diagram that summarizes the appearance
and analysis of the spectrum of atomic hydrogen. The
wavenumbers of some transitions (in cm™) are indicated. The
colours of the lines are for reference only: they are not the colours
of the transitions.

Il diagramma e diviso in tre sezioni solo per chiarezza grafica (lo schema dei livelli & ripetuto). | livelli a diverso
I (s,p,d) sono indicati affiancati. Notare che i livelli di pari n e diverso | sono degeneri. Le transizioni a pil alta
energia che partono da 1s costituiscono la famosa “serie di Lyman”, quelle intermedie che partono da n=2
sono la “serie di Balmer” (nel visibile) e quelle a piu bassa energia, da n=3, la “serie di Paschen”.
L’osservazione di queste serie di transizioni, visibili come “righe” (= bande strette) negli spettri atomici
sperimentali, ha avuto un ruolo fondamentale nello sviluppo della meccanica quantistica. Il successo nello
spiegare gli spettri atomici € stato uno dei primi criteri per validare il modello teorico della meccanica
quantistica.

E’ utile notare che le energie delle varie serie cadono su un ampio intervallo e sono in parte sovrapposte. Un
modo alternativo per presentarle & mostrato nella figura seguente:

Visible
& o Wavelength, A/nm
(=l e W) (=) (=) o o o o o o
O OO0 O O o o o e} N o
N «— 00 © O < (42} N -
I I | | |

— -—

| 1N N

| ‘ H Balmer Lyman

Paschen

Analysis

Brackett

Figure 8A.1 The spectrum of atomic hydrogen. Both the observed

spectrum and its resolution into overlapping series are shown.

Note that the Balmer series lies in the visible region.
In cascuna serie, le linee diventano via via piu vicine e fitte al crescere dell’energia della transizione, perché
le energie dei livelli di arrivo si avvicinano. La transizione ad n = oo corrisponde alla ionizzazione dell’atomo.
Poiché i livelli di arrivo non sono quantizzati, non si trattera di una stretta banda spettrale, ma di un “gradino”
o “soglia” di assorbimento. Infatti, tutte le energie al di sopra di una certa soglia saranno assorbite, perché
esiste una continuo di livelli in grado di accoglierle. Questo fenomeno € molto importante nelle applicazioni,
ed e sfruttato soprattutto nelle spettroscopie a raggi X. Ciascun elemento ha una serie di soglie
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craatteristiche, relative all’estrazione di elettroni da livelli con n=1 (soglia K), n=2 (soglia L), n=3 (soglia M),
ecc.. La presenza di una soglia indica sempre una transizione ad uno stato non legato. L’andamento
dell’assorbimento tra una soglia e I'altra (che qui non spieghiamo) & la linea di base sulla quale si stagliano
eventuali transizioni tra stati ad energia quantizzata, cioe tra stati legati.

Absorption > AAAA
e — ] |
—_—3p
3s
—_—2p (J=3/2)
5] 2p (J=1/2)
21 g e--------F--t----------===-=-=-= —2p (=
<
w
2s
———————————————————— —_—1s
v

Tratto da https://en.wikipedia.org/wiki/X-ray absorption spectroscopy
N.B. il grafico qua sopra vale naturalmente per atomi polielettronici e le posizioni dei livelli non sono quelle
degli atomi idrogenoidi, e fanno riferimento a quanto vedremo nel capitolo successivo. Per le soglie (o edge)
di assorbimento si adotta una nomenclatura che adotta la lettera maiuscola K per le transizioni da livelli s, L
da livelli p, M da livelli d. Poiché questi non sono degeneri per effetto dell’accoppiamento spin-orbita, si
distinguono con i pedici 1,2,3, dal piu basso al piu alto.

2.12 Accoppiamento spin-orbita per un singolo elettrone

Per discutere I'interazione spin orbita e gli stati che ne derivano ocorre utilizzare modelli vettoriali per la
composizione del momento angolare dell’atomo. A questo scopo, € utile introdurre un numero quantico
aggiuntivo j relativo al momento angolare totale (orbitale + spin) dell’elettrone. Ad esempio, per un

elettrone d (I = 2) abbiamo due possibilita di composizione dei numeri quantici orbitali e di spin: j = 2 +%

ej=2—%.
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Njw

Figure 8C.5 The coupling of the spin and orbital angular
momenta of a d electron (/ = 2) gives two possible values of j
depending on the relative orientations of the spin and orbital
angular momenta of the electron.

Notare che la rappresentazione della figura sopra & puramente indicativa e non si tratta di vere somme
vettoriali. | numeri quantici si sommano semplicemente in modo aritmetico. La condizione descrittada j = g
ad esempio, indica solo che i momenti angolari orbitale e di spin concorrono nella stessa direzione, senza
pretendere di stimare il loro valore esatto. Analogamente, j =§ indica che il momento di spin ha una

componente opposta a quello orbitale. Considerata la proporzionalita del momento angolare ai numeri
quantici [ orbitale) ed s (spin), il nuovo numero quantico j fornisce una stima del valore massimo e minimo
che questi potranno assumere.

Cosi come al mumero quantico [ che regola il momento angolare orbitale & associato un numero m,; che ne
descrive la direzione (proiezione su z), anche per j, dobbiamo aspettarci diverse possibilita di orientazione.
Per distinguerle introduciamo un numero quantico m;, che identifica la proiezione su z del momento totale
descritto da j. Per analogia con m;, assumiamo che anche m; vari per interida: —j a : j. Quindi

1 11
J=37mi="33
3 3 113
J=3omi="37372
5 5 3 1135
R e T T T

Queste serie di valori determineranno la molteplicita di stati che si ottengono dalla composizione dei due
momenti angolari.

Stimiamo ora l'entita dell’accoppiamento da un punto di vista energetico. L'interazione e quella di
interazione tra due dipoli magnetici (o equivalentemente tra un dipolo ed il campo magnetico generato dal
secondo)

AE =—j-B (n.b.: prodotto scalare)

Il campo B ha origine dal momento angolare orbitale ed & quindi proporzionale ad L; il momento magnetico
di spin [t € proporzionale al momento angolare di spin 5. Quindi

AE < 5L

Esprimiamo ora il prodotto scalare come somma di componenti, utilizzando il vettore j (momento angolare
totale) introdotto in precedenza.

72



j2=7-7=@L+38) - L+38)=L-L+5-5+L-5=1*>+s*>+2L-5
Da cui possiamo estrarre

- 1

L'§:§UZ_L2—SZ)
Questa espressione e classica. Possiamo ricavare I’analogo quantistico sostituendo ai moduli dei vettori i loro
valori quantistici, ad esempio j2 = j(j + 1)h?, ecc. (dove j & ora un numero quantico)

Z-§=%{j(j+1)—l(l+1)—s(s+1)}h2

La costante di proporzionalita C tra E ed §- L pud essere misurata o calcolata esplicitamente con modelli
guantomeccanici accurati (che tengano conto naturalmente delle funzioni d’onda coinvolte), e viene di solito
espressa come

C = hcA/R?
1
AE;s; = EhcA{j(j +1)-I(l+1)—-s(s+1)}

~ , L 1 _ - . . . .
dove A hale dimensioni di un numero d’onda (= 7 cm 1) e si dice “costante di accoppiamento spin-orbita”.

Questa costante ha un valore piccolo per atomi leggeri e cresce rapidamente con Z (& proporzionale a Z*4).
Qualitativamente, possiamo attribuire questa dipendenza a due fattori:

a) Visto dal punto di vista dell’elettrone, il nucleo € una carica che gli gira intorno (come il sole gira
intorno alla terra...), e genera un campo magnetico corrispondente. Al crescere di Z cresce anche la
carica, e di conseguenza il campo.

b) Al crescere di Z, come abbiamo visto all'inizio del capitolo, gli elettroni sono sempre piu vicini al
nucleo, e questo potenzia I'effetto di a)

Vediamo un esempio. Se consideriamo un elettrone esterno di un metallo alcalino (ad esempio Na), nello
stato fondamentale la configurazione elettronica & [Ne]3s. [ = 0 quindi j = s = 1/2 e I'accoppiamento
spin-orbita AE si annulla. La situazione & diversa se consideriamo uno stato eccitato nel quale I'elettrone sia

eccitato ad un livello 3p, con configurazione [Ne]3p!. In questo caso sono possibili due stati con j = Sej=

e I’'accoppiamento spin-orbita differenziera le energie di questi livelli:

1 1

AE 13==hcAl=x2—1x2—-x=l=2hcA

123520 {2 2 2 2} 2"

AE 1hA{1 3 1x2 ! 3} hcA
== X —1X2—=X—{=—

13272272 ) ¢

Dalla configurazione elettronica 3p! si ottengono quindi due gruppi di livelli, come illustrato nella figura
seguente
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Figure 8C.6 The levels of a 2p' configuration arising from
spin—orbit coupling. Note that the low-j level lies below the
high-j level in energy. The number of states in a level with
quantum number jis 2j + 1.

| livelli cosi ottenuti possiedono una certa molteplicita cioé possono essere scritti come stati equivalenti,
degeneri ed identificati da diversi valori di m; .

Lo sdoppiamento dei livelli associati ad una configurazione elettronica np! a causa dell’accoppiamento spin-
orbita (fig. precedente) si osserva spesso sperimentalmente. Ad esempio, nelle lampade al sodio (i lampioni
gialli pitt comuni prima dell’'introduzione dei led) e nelle flamme contenenti sodio, atomi vaporizzati di sodio
vengono portati in uno stato eccitato da una scarica elettrica o dal calore, ed emettono luce durante la
transizione di ritorno allo stato fondamentale. A causa dell’accoppiamento spin-orbita, lo stato eccitato &

sdoppiato in due livelli con j = %% e da cosi origine all’emissione di due righe spettrali (il “doppietto del
sodio” a 589nm, responsabile del suo colore giallo).

\

Wavenumber, V/cm™'
|
\

589.76 nm
589.16 nm

. !
S‘\!Z 7/
Wavenumber, v—>

Figure 8C.7 The energy-level diagram for the formation of the
sodium D lines. The splitting of the spectral lines (by 17 cm™)
reflects the splitting of the levels of the *P term.

“Saggio alla fiamma” del sodio e la sua luce separata
da un reticolo di diffrazione, che evidenza il doppietto.

2.12 Accoppiamento spin-orbita per sistemi multielettronici: configurazioni e termini

Il metodo esposto al capitolo precedente permette di prevedere i livelli che si ottengono dall’accoppiamento
spin-orbita in sistemi ad un solo elettrone (idrogenoidi), ma anche in tutti i sistemi con un solo elettrone nel
guscio pill esterno. Per sistemi con pil di un elettrone, & necessario considerare la composizione di tutti i
momenti angolari, orbitali e di spin, di tutti gli elettroni.

Ancora una volta si fa uso di un modello molto semplificato, basato non sulla somma esatta dei momenti
angolari, ma sulla composizione dei loro numeri quantici. Si tratta di un modello solo qualitativo, ma e
comungque sufficiente a classificare e stimare qualitativamente I'ordine energetico dei livelli.

Introduciamo a questo scopo nuovi numeri quantici somma L, M;, S, Ms, J:
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L : associato al momento angolare totale. L;o¢ orpitate = {L(L + 1)}*/?1 (intero, positivo). | valori di L si
ottengono con le seguenti regole:
a) sivaluta il valore massimo che la somma degli [ dei singoli elettroni puo dare, nel caso in cui siano
tutti orientati nella stessa direzione (ad esempio L4 = I; + [, per due elettroni)
b) sivaluta il valore minimo che la composizione degli [ dei singoli elettroni puo dare, che rappresenta
il caso in cui i momenti rappresentati dagli [; siano orientati in modo da cancellarsi (per due elettroni
sara Ly,in = |l; — L], per piu elettroni bisognera valutare tutte le possibilita di composizione)
c) sicostruisce una serie di interi discendenti dal valore massimo al valore minimo trovati. Questa serie
prende il nome di “serie di Clebsch-Gordan”, e per due elettroni contiene i valori:

L= ll + lZ'll + lz - 1, ey ”1 - l2|
E piu in generale sara:

Lmax' Lmax -1.., Lmin

M; : associato alla sua proiezione su z, con valori M; = 0, £1, ..., £L;

S: associato al momento angolare di spin totale. Anche i valori di S si determinano con una serie di Clebsch-

Gordan. Per due elettroni, S;0x = S1 + 52 = 1, Sjin = S1 — S = 0 e la serie conterra solo i termini
§=10

Per tre elettroni si procede considerando tutte le possibili combinazioni tra i due valori ottenuti per due

elettroni, ed il terzo elettrone, quindi

1 1 1 31
1+=,1—- -, cioé -, -
) +2 2,0+2,coe2,2
(non abbiamo considerato 0 — > perché ci interessa elencare i valori massimi e minimi, indipendentemente

. . R B . 1
dall’orientazione, quindi —5e equivalente a +§)'

M;: associato alla proiezione di S su z, identifica i diversi stati di spin possibili, il cui numero chiamiamo
molteplicita di spin dello stato.

PerS = 0 puo essere solo Mg = 0 e chiamiamo lo stato “di singoletto” (“singlet state” in english, molteplicita
di spin =1).

PerS =1, Mg = 1,0, —1 e lo chiamiamo stato di tripletto (triplet), con molteplicita 2

PerS = %, M = l, —Lesitratta diun doppietto (doublet),...

2
3 1 1 3 .
Per S = > Mg = I ed e un quadrupletto.

o2

N wN

Generalizzando gli esempi precedenti, si ha che la molteplicita di spin vale sempre 25 + 1.

Infine, analogamente a quanto fatto per j nel capitolo precedente, componiamo i momenti angolari totali
orbitali e di spin in un unico numero quantico del momento angolare totale, J. Il modo esatto di calcolare
J non € banale e verra esposto pil avanti.

Questi nuovi numeri quantici somma L, M, S, Msidentificano in modo univoco i molti stati che si possono
generare da una data configurazione elettronica. Questi stati prendono il nome di “termini” (terms in english)
e la nomenclatura utilizzata per identificarli si basa sulle seguenti regole.

- si usa una lettra maiuscola S,P,D,F,G,H,I38 per identificare i termini con L =0,1,2,3,4,5,6
rispettivamente,

- siscrive ad apice sinistro la molteplicita di spin

- siscrive a pedice destro il valore di |

38 Notare che manca E, per non fare confusione con I'energia.
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Ad esempio:

3D, indica uno stato di tripletto, con L = 2, e momento angolare totale caratterizzato da J = 2

251/2 indica uno stato di doppietto con L = 0 e spin totale ] = 1/2

La notazione i pud usare anche in modo incompleto, ad esempio possiamo specificare solo la lettera:
S, P, D indicano dei non meglio specificati termini con L = 0,1,2. A volte si usano espressioni come:
3D (nota che il 3 non & ad apice) per indicare tre diversi termini con L = 2, da non confornder con 3D, che
indica un singolo termine di tripletto con L = 2. Calcolo di J nel caso di Russell-Saunders e cenno al caso jj-

coupling.

Con queste regole si possono contare e classificare del punto di vista del momento angolare orbitale tutti i
termini che hanno origine da una data configurazione elettronica. E’ importante notare che, poiché ogni
“guscio chiuso” (“closed shell” in inglese, cioé configurazione tutti gli orbitali con dato numero quantico [
pieni) ha momento angolare totale nullo, occorre considerare solo i gusci incompleti, cioeé gli elettroni piu
esterni dell’atomo. Prima di procedere oltre, € opportuno familiarizzare con il meccanismo facendo qualche
esercizio di conteggio ed etichettatura dei termini (gli esercizi sull’attribuzione dei simboli completi seguono

alla fine del capitolo).

Esercizi (svolti e non):

a) Determinare i termini originati da una configurazione elettronica p2.

Svolgimento:

- consideriamo gli | degli elettroni coinvolti: 1, = 1,1, = 1
- calcoliamo i valori massimo e minimo di L: L, = 2, Ly, = 0
- scriviamo la serie di Clebsch-Gordan: L = 2,1,0 e attribuiamo i simboli di termine: D, P, S

b) Determinare i termini originati da una configurazione elettronica d?

Soluzione: ¥

c) Determinare i termini originati da una configurazione elettronica p3

Svolgimento:

- Per trovare tutte le possibili combinazioni, combiniamo prima due elettroni, poi facciamo interagire ciascuno

dei termini trovati con il terzo elettrone.
- Consideriamo gli | degli elettroni coinvolti:1; = 1, =13 =1

- Consideriamo i termini prodotti dalla combinazione dil; el, (vedi esercizio a)): L = 2,1,0

- Combiniamo questi termini con l5:

Lmax Lmin Serie di C.-G. Termini
l,=1L=2 3 2 L=3.21 F,D,P
l,=1L=1 2 0 L=21,0 D,P,S
,=1,L=0 1 1 L=1 P

Complessivamente abbiamo quindi 1 termine F, 2 termini D, 3 termini P ed un termine S. Si puo abbreviare

con: F, 2D, 3P, S

d) Determinare i termini originati da una configurazione elettronica f1d?*

Soluzione:*°

e) Determinare i termini originati da una configurazione elettronica d3

Soluzione: #

®G,F,D,P,S
“H,G,F,D,P
“1,2H,3G,4F,5D,3P,S
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A questo punto, occorre ancora attribuire ai termini il numero quantico J relativo al momento angolare
totale (orbitale + spin) , e non & semplice. Infatti i modi in cui questi momenti angolari possono combinarsi
sono molti, ed a rigore sarebbe necessario eseguire tutte le possibili somme vettoriali esatte. Tuttavia, ai
soli fini qualitativi, useremo ancora un metodo basato sull’aritmetica dei numeri quantici. A questo scopo,
distinguiamo due casi.

2.13 Accoppiamento di Russell-Saunders

Vale per gli atomi leggeri (Z piccoli), per i quali I'effetto dell’accoppiamento spin-orbita sulle energie dei
singoli elettroni & piccolo. Assumiamo che i momenti orbitali [ dei singoli elettroni si sommino tra loro per
dare un numero quantico orbitale totale L e che altrettanto facciano i momenti di spin s per dare uno spin
totale S. Quindi consideriamo l'interazione spin-orbita solo tra questi grandi momenti angolari complessivi,
attribuendo una serie di Clebsh-Gordan

J=L+SL+S5—-1,..|L-S5|

Esempi/esercizi:

Stato fondamentale dell’atomo di Na. Dalla tavola periodica: Z= 11, configurazione elettronica
1522522p®3st 0 [Ne]3s?. Glielettronideiguscin = 1 en = 2 hanno momento angolare totale nullo, quindi
occorre considerare il solo elettrone 3s?, peril quale S = s; = 1/2 e L = I; = 0. l'unico valore possibile di
J e ] =1/2. La molteplicita € 25 + 1 = 2. Quindi I'unico termine esistente per lo stato fondamentale del
sodio & %S/,

Stato eccitato dell’atomo di carbonio, con configurazione [He]2s%2p'3pl. La parte [He]2s? della
configurazione consiste di gusci chiusi (closed shells) e si pud ignorare, discutendo solo 2p3p*. Ci sono due
elettroni,conl; = [, =1e s; =5, = % L=210eS5S=1,0 (seriediC-Gperl,1le %,% rispettivamente).
Quindi i termini possibili saranno del tipo 3D, D, 3P, 1P, 35, 1S.

Per3D,L =2eS = 1quindiJ = 3,2,1 e si hanno gli stati 3D3, 3D,, 3D,

Per 1D, L = 2 e S = 0 quindi la serie di C-G & limitataa J = 2, da cui il termine 1D,

Per 3P, L = 1 e quindi / = 2,1,0 e si hanno gli stati 3P,, 3P;, 3P,

Per'P,L =1eS = 0quindi/ = 1 esihasolo P,

Per3S,L=0eS=1q9S =1uindi/ = 1esihasolo 35,

Per 1S,L = 0e S = 0 quindi/ = 0 e si ha solo 1S,

Quindi, ricapitolando, ci sono dieci termini: *D3, 3Dy, 3Dy, 1Dy, 3P,, 3Py, 3Py, 1Py 35;,15,.

Stato fondamentale dell’atomo di Fluoro. Dalla tavola periodica: Z =9, configurazione elettronica
[He]2s22p>. Possiamo ignorare [He]2s? e discutere solo 2p°. Qui si pud usare un “trucco”: per ragioni di
simmetria (che qui non analizziamo), la configurazione p® si comporta come lap* (e lap* come lap?). Anche
se non analizziamo questo fenomeno nel dettaglio, questo risultato & ragionevole, perché p° & un guscio
quasi pieno nel quale manca un solo elettrone per annullare il momento angolare totale J. In altre parole,
possiamo trattare p5 come una lacuna elettronica, e scrivere la configurazione elettronica del Fluoro come

_ . 1 . . 31 ) L
[Ne]2p~.DacuiL=1eS = ~- 1 valori permessi di ] sono ] = -, - da cui i termini 2Py, %P33 .
Questo “trucco” dell’equivalenza buche-elettroni si puod usare per tutti i gusci piu che semipieni, ad esempio
la configurazione 3d? & equivalente alla 3d?, ecc.

Stato fondamentale dell’atomo di carbonio, [He]2522p? P, riducibile a 2p?. Potrebbe sembrare un caso
semplice, e invece non lo é. La procedura per il calcolo di J sviluppata finora funziona solo: a) per singoli
elettroni spaiati, b) per elettroni in gusci diversi (che differiscano per n o I ). Il motivo e che in questo caso
tutte le combinazioni di [ ed s sono permesse, senza violare il principio di Pauli. Nel caso di piu elettroni nella
stessa “shell” invece, solo alcune combinazioni saranno possibili. Da cio risulta un humero minore di valori
permessi di J rispetto a quanto si otterrebbe con la procedura usata finora. La procedura corretta si chiama
“metodo dei microstati” e richiede di esaminare singolarmente tutti i modi in cui & possibile combinare
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l{,myq, 81,15, My, S5, ecc. .. Non la riportiamo in questa dispensa perché & complessa e noiosa e non aggiunge
concetti fisici nuovi a quanto gia visto. E’ descritta in modo succinto in P.W. Atkins, R.S.Friedman, Meccanica
Quantistica Molecolare, Zanichelli Cap 7.16 ed in modo completo nei testi specialistici sulle spettroscopie
atomiche.

2.14 Accoppiamento jj (jj coupling)

Vale per gli atomi pesanti (elevato Z), nei quali I'accoppiamento spin-obita provoca ampie variazioni dei livelli
energetici (vedi cap 2.12, p. 38). In questo caso, anziché sommare [ ed s e poi fare interagire il risultato come
nel metodo di Russell-Saunders, & piu accurato prima considerare le interazioni spin-orbita dei singoli
elettroni mediante il numero quantico j, poi considerare le possibili combinazioni di j.

Ad esempio, per una configurazione 6p? (stato fondamentale dell’atomo diPb), [y =, =1les; =5, = %,

.. 13 . 13
daCU|]1=E,Ee]2=E,E.

I valori di J si ottengono costruendo le serie di Clebsch-Gordan per tutte le possibili combinazioni di j; e j,:

J1 J2 J

E E 3,2,1,0
2 2

3 1 2,1
2 2

1 3 2,1
2 2

1 1 1,0
2 2

Sia I'accoppiamento di Russell-Saunders che I'accoppiamento jj sono modelli approssimati, e non esiste un
confine netto (nel campo di Z) per la loro applicabilita. | testi specialistici riportano diagrammi di correlazione
tra i livelli, che mostrano le corrispondenze tra livelli di R-S e jj. La figura seguente mostra il caso di una
configurazione elettronica p? al variare di Z.

Pure Russell-Saunders Pure jj
coupling coupling
v v
15CI el & e
ny (£.3)
S~ na (3.3
| . (3.3
C Si Ge Sn Pb
Period

Figure 8C.11 The correlation diagram for some of the states of
a two-electron system. All atoms lie between the two extremes,
but the heavier the atom, the closer it lies to the pure jj-coupling
case.

2.15 Regole di Hund ed energia dei termini
| termini che derivano da una data configurazione elettronica, che abbiamo imparato a contare e classificare

nei capitoli precedenti, sono stati ad energie differenti per due ragioni:
- Per ché presentano differente accoppiamento spin-orbita
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- Perché hanno diverse distribuzioni spaziali per effetto della repulsione di Pauli, e di conseguenza
diversa entita della repulsione elettronica.

Una stima delle energie relative dei termini che originano dalle configurazioni elettroniche degli atomi si

puod ottenere attraverso una generalizzazione delle regole di Hund gia utilizzate per I’Aufbau. Queste

regole funzionano bene per le configurazioni fondamentali degli atomi, meno bene per gli stati eccitati.

1) Per una data configurazione, i termini a pil alta molteplicita hanno energie minori.

‘ Ordine di stabilita: ...> tripletti > doppietti> singoletti

Cio in conseguenza della correlazione di spin: gli elettroni con spin paralleli occupano regioni di spazio
ben separate e la repulsione tra di loro & minima.

2) Per una data molteplicita, il termine a piu alto L ha energia minore

| Ordine di stabilita: .G > F >D >P > S

Notare che cido non ha nulla a che fare con il carattere s, p, d, f degli orbitali (che segue un andamento
energetico opposto). Valori elevati di L sono invece posseduti da elettroni che “girano nella stessa
direzione” maggiormente rispetto a quelli a basso L (per L=0 girano con momenti angolari opposti).
| primi si incontrano meno dei secondi, e di conseguenza hanno energia inferiore a causa della minore
repulsione elettronica.

3) Perigusci meno pieniche ameta (ad es p* — p3)ivaloriinferiori di J hanno energie inferiori, mentre
per i gusci pil pieni che a met3, (ad es p* — p®) vale il contrario.

occupazione < guscio semipieno = E « |
occupazione > guscio semipieno = E « 1/J

Questa regola deriva dall’accoppiamento spin-orbita. Durante la prima meta dello riempimento di
un guscio, bassi J implicano momenti magnetici orbitale e di spin che si cancellano perché orientati
in versi opposti, e questa condizione & energeticamente vantaggiosa.

2.16 Regole di selezione e spettri degli atomi multielettronici

A questo punto abbiamo tutti gli strumenti per classificare ed interpretare tutte le transizioni tra livelli
atomici. Tutte le transizioni atomiche sono identificate dai termini di partenza ed arrivo della transizione. Ad
esempio, il doppietto del sodio mostrato nella figura 8.C.7 del cap. 2.11 deriva dalle transizioni:

3pt %P3 — 3525
2 2

3p! 2P1 - 3s' 2S5
2 2

Le regole di selezione per le transizioni atomiche, ottenute dalla valutazione del momento della transizione,
sono:
AS =0
AL=0,+1 Al=+1
AJ] = 0,£1 (ma sono vietatele] =0 - ] = 0)

Queste regole sono approssimate e valgono nel caso dell’accoppiamento di Russell Saunders. Per gli atomi
pesanti valgono regole piu sfumate, e i deve essere calcolato (o misurato) caso per caso.

La figura seguente mostra lo schema delle transizioni permesse per il sodio (diagramma di Grotrian)
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La figura seguente mostra la porzione visibile di alcuni spettri atomici.

Continuous
spectrum

Sodium

Hydrogen

Calcium

Mercury

Da queste immagini risulta evidente come gli spettri atomici siano caratteristici degli elementi e ne
costituiscano una sorta di “impronta digitale”, utile per il loro riconoscimento. Cia giustifica le applicazioni
scientifiche e tecnologiche citate all’'inizio del capitolo 2.12. E’ interessante notare che buona parte delle
nostre conoscenze sulla composizione chimica delle stelle e degli altri corpi celesti deriva proprio
dall’'osservazione degli spettri della luce da loro emessa, assorbita o riflessa.
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3 - Molecole

3.1 Lamolecola Hy*

La piu semplice tra tutte le molecole & la molecola-ione H,* . Essa € costituita da tre particelle: due protoni
ed un elettrone. E’ cioé cio che si ottiene ionizzando una molecola di idrogeno, H,. Pur nella sua semplicita,
costituisce un esempio molto generale dei fattori in gioco nella formazione del legame chimico. Pertanto,
verra descritta dettagliatamente in questo capitolo.

L'hamiltoniano molecolare € (secondo la notazione della figura precedente)

—h? —h? 1 e? e? e?
q= Vi, +— V%, + V) +—-——-—+—
2m, ¢ Zmp " ») 4me, L Y I 9N
dove Ve il laplaciano rispetto alle coordinate dell'elettrone, mentre 7, V;, sono i laplaciani rispetto alle
coordinate dei due nuclei a e b.

L'equazione di Schroedinger molecolare sara quindi

AY (x,%4,%,) = EW (%, %4, %p)

con
x=(x,92) coordinate dell'elettrone
Xg = (X0, YarZa) coordinate del nucleo a
Xp = (Xp, Vb, Zp) coordinate del nucleo b

La funzione d'onda ¥ (r,1,,13,) descrive dunque I'ampiezza di probabilita associata all’evento combinato di
trovare I'elettrone in x,y,z ed i nuclei nelle posizioni x,, V4, Z4 € Xp, Vb, Zp, Cio€ descrive sia il moto degli
elettroni che dei nuclei (vibrazioni e rotazioni molecolari). In questa forma generale, la funzione ¥ é di poca
utilita per comprendere il legame chimico, ed occorrera scomporla.

La forza che agisce su ciascuna particella € intrinsecamente non-centrale, e preclude qualsiasi fattorizzazione
della funzione d'onda. A rigore occorre cioé considerare contemporaneamente sia il moto dell'elettrone che
quello dei nuclei.

Il problema non ha soluzione analitica, ma puo essere affrontato con accuratezza in modo numerico. Tuttavia,
introducendo alcune approssimazioni sara possibile cercare delle soluzioni analitiche approssimate molto
utili per una descrizione qualitativa e semi-quantitativa del legame chimico, come descritto nei prossimi
paragrafi.

3.2 Approssimazione di Born-Oppenheimer

L'approssimazione di Born-Oppenheimer consiste nell'assunzione che i nuclei, a causa della loro maggior
massa, si muovano molto piu lentamente dell'elettrone, e possano quindi essere considerati come fermi nella
soluzione dell'equazione del moto dell'elettrone. Fatta questa assunzione, sara possibile fissare la posizione
dei due nuclei (cioe fissare una distanza di legame) e risolvere I'equazione di Schroedinger per il solo

\

elettrone. In generale, il potenziale cui l'elettrone e soggetto dipendera dalla posizione dei nuclei e di
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conseguentemente, le autofunzioni e gli autovalori dell'equazione elettronica dipenderanno
parametricamente dalle coordinate nucleari.

l’U(TI Tas rb) - 'lurab (7")
L’eq. di Schroedinger sara:

ﬁ(ra: Ty, 1) lprab (r) = E(rab)llurab (r)
(notare che I'energia ottenuta dipende dalla scelta di 1)

Una trattazione piu rigorosa dell'approssimazione di Born-Oppenheimer, mostra che essa corrisponde ad
ignorare I'accoppiamento tra i modi elettronici e nucleari, cioe lo scambio di energia tra di essi. Per questa
ragione |'approssimazione viene spesso detta "approssimazione adiabatica". La bonta di questa
approssimazione puo essere valutata sviluppando I'eq. di Schroedinger esatta ed osservando quali termini &
necessario trascurare al fine di permettere la separazione dei moti nucleari da quello elettronico. La
trattazione completa si trova in tutti i manuali di meccanica quantistica molecolare ed ¢é al di fuori degli scopi
di questi appunti.

E'importante notare che I'approssimazione di Born-Oppenheimer introduce il concetto di funzione di energia
potenziale del legame chimico, definita come la curva E(r,;) che descrive I'energia molecolare al variare
della distanza di legame. Lo studente conosce questa curva dai corsi di chimica generale e di cinetica chimica,
e I'analisi che faremo nei paragrafi successivi fornisce un modo per calcolarla ad interpretarne I'andamento.
Ciascun punto della curva corrisponde ad una soluzione dell'equazione di Schroedinger elettronica, per una
data distanza internucleare.

\ energia degli atomi separati

Ea

Eq

leq lab

Questa curva esprime importanti proprieta del legame chimico, quali la distanza di legame (posizione del
minimo, req) e l'energia di dissociazione del legame (profondita della buca, Eg). Inoltre, essa descrive il
potenziale al quale e soggetto il moto dei nuclei. Le energie e le funzioni d'onda nucleari possono essere
determinate risolvendo l'equazione di Schroedinger per il moto dei nuclei in questo potenziale, come
descritto nel Capitolo 4.

Inoltre, poiché per ciascuna distanza internucleare I'equazione di Schroedinger elettronica ammettera piu
soluzioni, caratterizzate da energie e funzioni d'onda diverse, dobbiamo ammettere che la curva non sia unica
ma sia una famiglia di curve, ciascuna per ogni stato elettronico diverso della molecola.
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\ livelli atomici

livelli molecolari
E

ry lab

La curva ad energia inferiore descrive lo stato fondamentale della molecola, mentre le curve superiori ne
descrivono gli stati (elettronicamente) eccitati. E' importante notare che tutte le proprieta del legame chimico
(distanza, energia di dissociazione, vibrazioni, densita elettronica) sono differenti nei differenti stati
molecolari. In ogni stato elettronico, possiamo vedere la molecola come se avesse proprieta differenti®?,

Per molecole poliatomiche, I'energia potenziale sara funzione di piu variabili (per la precisione 3N-6 per una
molecola di N atomi) e si parlera quindi di "superficie (o ipersuperficie) di energia potenziale". Questo
argomento verra ripreso piu avanti.

3.3 Il teorema variazionale

Per procedere al calcolo degli stati elettronici di H," occorre introdurre un’importante caratteristica
dell’Hamiltoniano, che apre la strada ad un semplice e potente metodo numerico per la soluzione di qualsiasi
equazione di Schroedinger atomica o molecolare. Si tratta del cosiddetto “Teorema Variazionale” o “Teorema
delle Variazioni”, talvolta anche chiamato “Principio Variazionale” anche se non si tratta di un principio
indimostrabile (variation theorem, variation principle, in inglese).

Ipotesi:

un insieme di funzioni ¢; soddisfano I'equazione agli autovalori
Ho; = E;§;

Tesi:

per gqualsiasi funzione normalizzata Wvale la relazione

f Y*H%dx > E,
X

Dove E, & il piu basso degli E;

In altri termini: se si prende una qualsiasi funzione "di prova" Wper descrivere uno stato e si calcola I'energia
per quello stato (valore di aspettazione della misura) si ottiene sempre un'energia superiore o uguale a quella
dello stato fondamentale (cioé ad energia minima) E.

In altri termini ancora: qualsiasi funzione si scelga per descrivere uno stato, se non e quella giusta l'errore
sull'energia & sempre per eccesso!

Questo teorema, che ora dimostreremo, permette quindi di trasformare il problema della risoluzione
dell'equazione di Schroedinger in un problema di ricerca di minimo.

Dimostrazione

42 Questo fatto & alla base della fotochimica, cioé della possibilita di influire sulle reazioni chimiche mediante
la luce.
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Costruiamo l'operatore corrispondente all'osservabile "deviazione dell'energia da E;". Esso avra la forma

(H - Ey)

I‘P*(Ifl - E0>i’dx =

Calcoliamone ora il valore di aspettazione in uno stato descritto da una funzione qualsiasi ¥
Se espandiamo ¥nel set base costituito dalle autofunzioni esatte ¢;dell'hamiltoniano otteniamo

:L@Ci‘l’i)* (7 —E)| ey |ax= | (ch«m)* Y (A~ Eogy)| dx =

J J

= f (Z Ci¢i> [co(EoPo — Eodo) + c1(Ex — Eg) Py + c2(E; — Eg)pot+... ]dx =

= L(Z ci(j)i)* ZCj(Ej —Ep)oj|dx = chi*d)i* ch(Ej — Eo)¢p; | dx

i j i X j

= 3> i (= o) [ dudyix = Y ci'ci (i~ Eo)
T x i

ma c;"c; € il quadrato del modulo di ¢; ed e quindi positivo; e (E; — Ey) & reale e positivo (o nullo per i=0)
poiché E; ¢ il livello inferiore. Conseguentemente:

S, W (H—Ep)Wdx 2 0 (13)
come si voleva dimostrare.

Se la funzione arbitraria¥ non e normalizzata, si puo dimostrare che il teorema prende la forma piu generale

[ w*Avdx
oo = Eo (14)
[ ¥rwadx
Abbiamo dimostrato che nel calcolo dell’energia dello stato fondamentale di un sistema quantistico, I'errore
e sempre per eccesso. Vediamo ora come questa proprieta permette di delineare un metodo di calcolo.

3.4 Metodi Variazionali

Si chiamano metodi variazionali quei metodi per I'ottenimento di soluzioni a problemi quantomeccanici

basati sul teorema variazionale. In forma del tutto generale, essi consistono nella seguente procedura:

1) Si sceglie di descrivere la funzione d'onda del sistema in esame con una funzione parametrica data,
funzione delle coordinate del sistema e di un certo numero di parametri, ¥(c;, x). La scelta della forma
funzionale e dettata da criteri di verosimiglianza e di convenienza matematica, come vedremo in seguito.

2) Sivaluta analiticamente I'energia del sistema nello stato descritto dalla funzione scelta

E(c) = [, W(cix)"H¥(c;, x)dx (15)
L'energia sara funzione dei parametri c;. || teorema variazionale garantisce che E(c;) = E,, cioé che il minimo

di E(c;) e la miglior stima dell'energia dello stato fondamentale del sistema. E' importante notare che non e
detto che il minimo di E(c;) coincida con Ej: vi si avvicinera tanto piu quanto migliore € la scelta della
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funzione arbitraria?(c;, x), ed E(c;) = Egsolo se ¥(c;,x) €& la soluzione esatta dell'equazione di
Schroedinger.
3) Laricerca del minimo di E (c;) si effettua imponendo le condizioni

0E(cy) _
“oe - 1o

L'insieme di queste condizioni per tutti i parametri ¢; forma un sistema di n equazioni in n incognite, la cui
soluzione fornisce i parametri ¢;° che minimizzano E(c;). In questo modo si ottengono una stima della
funzione d'onda e dell'energia dello stato fondamentale del sistema.

Questo metodo & particolarmente generale e potente quando si utilizzino come funzione parametrica una
espansione in serie di funzioni ortonormali.

Y(ci,x) = Xicip; (x) (17)

Questa espressione garantisce infatti una buona flessibilita della ¥ (c;, x), e 'accuratezza puo essere scelta a
piacere variando la lunghezza della serie. Il set di funzioni ortogonali ¢;(x) puo essere scelto tra le
autofunzioni di un operatore Hermitiano. Ad esempio pu0 essere costituito dalle autofunzioni
dell'Hamiltoniano per un sistema funzione delle stesse variabili. E' importante notare che non & necessario
che si tratti delle soluzioni di un problema simile: ad esempio potremmo utilizzare le autofunzioni della
particella nella scatola per descrivere le autofunzioni dell'oscillatore armonico o dell'atomo di idrogeno. O
esprimere una funzione d'onda molecolare come serie di funzioni d'onda idrogenoidi atomiche (che
sappiamo formare un set 0.n.)

Lo studente avra a questo punto percepito che i concetti introdotti in questo capitolo costituiscono la base
di una delle teorie pil radicate nel modo di pensare dei chimici: la teoria della formazione degli orbitali
molecolari per combinazione di orbitali atomici, che verra descritta in dettaglio nel prossimo capitolo.

3.5 Il metodo degli orbitali molecolari LCAO

E' possibile applicare questo principio alla molecola-ione Hy*, come descritto nel seguito. Supponiamo infatti
di voler esprimere la funzione d'onda elettronica come combinazione lineare di funzioni, ed adottiamo come
"base" per questa espansione l'insieme delle soluzioni dell'Hamiltoniano dell'atomo di idrogeno, cioe gli
orbitali atomici dell'idrogeno. Questa scelta, oltre che matematicamente corretta, & anche molto
ragionevole, poiché la funzione di'onda molecolare dovra avere molto in comune con quella degli atomi
costituenti, come vedremo tra breve.

¥ = Yn(can¥an + con¥pn) (18)

dove le funzioni ¥,,, ¥p,sono orbitali degli atomi a e b ed i coefficienti c,,, cpn50n0 da determinare.
L'approssimazione sara tanto migliore (e tanto pil complessa da ottenere) tanto maggiore & n. |l teorema
variazionale garantisce che al crescere di n la soluzione si avvicinera sempre piu a quella caratterizzata
dall'energia vera Ep del sistema. Questo assunto descrittivo prende il nome di teoria LCAO (Linear
Combination of Atomic Orbitals).

La pit semplice e drastica approssimazione possibile, consiste nel considerare solo il primo termine di questa
espansione, cioeé assumere che:

Y = Calzua + Cbllub (19)

dove ¥, e Wpsono i due orbitali 1s centrati sugli atomi a e b. Questa approssimazione, per quanto drastica,
e ben fondata nel caso della molecola-ione H,*. Infatti, la molecola puo essere vista come un atomo di
idrogeno (il cui stato fondamentale e descritto da un orbitale 1s) cui sia stato avvicinato un secondo nucleo
(un protone). Quando il secondo nucleo & distante, possiamo assumere che lo stato del sistema corrisponda
a quello di un atomo debolmente perturbato. Nell'ipotsi estrema in cui i due nuclei siano sovrapposto la
situazione e quella di un'atomo di elio ionizzato (He*), che avra uno stato fondamentale 1s idrogenoide. Per
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posizioni intermedie dei nuclei, € ragionevole attendersi una funzione d'onda con simmetria ellissoidale, per
via della simmetria del potenziale.

a)

b)

<)

d)

€)

La molecola H," puo originarsi da un atomo di idrogeno ed un protone, secondo lo schema precedente. Alla
molecola stabile Hy* si puo arrivare sia lungo la successione a)—>b)—c) che la e)—d)—c). Questo ci autorizza
a tentare di esprimere |'orbitale molecolare come combinazione degli orbitali 1s W, e ¥y .

Secondo il teorema variazionale, se H e 'operatore Hamiltoniano del sistema e ¥ e una funzione d’onda
approssimata, allora

[Ww*H¥dt =E > E, (valore esatto dell’energia nello stato quantico piu basso)

Sostituendo e tenendo conto che ¥, e ¥, (orbitali 1s) sono reali®, si ha:

[(ca¥y + cp¥p)H(coWs + o ¥p)dt =E = E; (20)

| coefficienti variazionali ¢, e ¢, dovranno essere scelti in modo tale da garantire che:

a) la funzione d’onda ¥ (orbitale molecolare) sia normalizzata, cioé

[ww*dr = [W2dt = [(coWy + pWp)2dr =1 (21)

b) che E abbia il piu basso valore possibile.

43 Nel resto di questo paragrafo si omettera sempre il simbolo di complesso coniugato nel termine di sinistra
degli integrandi. Va reintrodotto nel caso in cui si usino orbitali atomici complessi.
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Per tenere conto della condizione di normalizzazione, si puo “incorporare
(20). Si ottiene cosi I'espressione:

equazione (21) nell’equazione

J(caWatcp¥p)H(CaWatcp¥p)dT
f(cal}’a+cbl}’b)2d‘[

=E>=E, (22)
Questa espressione puo essere debitamente sviluppata e semplificata come segue:

c, ¥, + c,¥,)(c, HY, + c, HY,))dt = E | (¢,2¥,% + ¢;,2W,, % + 2¢, ¢, ¥, W, )dT
ala bthb a a b b a a b b a*bta’b

Da cui (ponendo ¥, H¥, = W, HY,):

cazfll’al-_l‘l’ad‘c+cb2f'1’bl:l'l’bdr+ ZCaCbJWaH‘I’de

= E(cazfllfazdr+cb2f‘l’b2dr+ ZCacbf‘l’a‘zUbdr)

Se per ragioni di pura semplicita formale chiamiamo

f lpalzubd'[ =S
f @AY, dt = H,,
flpbl:llzubd'l' = be

fl.UaFIsUbdr = f‘l’bl:lll’adr = Hyp, = Hpg

Questi integrali hanno grande importanza e meritano qualche commento. L'integrale S si chiama “integrale
di sovrapposizione” tra i due orbitali atomici e corrisponde al loro prodotto scalare (equivalente funzionale
di una proiezione). Esso misura il grado di sovrapposizione spaziale tra le due funzioni e varia tra 0 (funzioni
completamente separate) e 1 (funzioni coincidenti).

Gliintegrali H,, e Hppcontengono I’'Hamiltoniano molecolare integrato con delle funzioni d’onda atomiche.
Hanno percio le dimensioni di un’energia e corrispondono all’energia che avrebbe la molecola se I'elettrone
si trovasse solo sull’atomo a o b.

Anche H,pé un’energia ed il suo significato sara chiarito tra breve.

Con questa notazione sintetica I'equazione precedente diviene:

Ca?Hyq + cp?Hyp + 2c4cpHyp = E(cg? + ¢? + 2¢,405) (24)

(avendo posto ovwviamente [¥2dt = fll’gdr= 1, poiché gli orbitali 1s degli atomi a e b sono gia
normalizzati).

Per tenere conto della condizione b), cioé per scegliere ¢, e ¢, in modo tale che I'energia E sia la pil bassa
possibile (cioé minima) occorre che sia simultaneamente:

-0 Z)=0 e

(questo poiché E = E(c,, cp) a causa dell’equazione (20)).
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Sembrerebbe a questo punto necessario ricavare E dall’equazione (24) e poi eseguire le due derivate parziali
(25). Questo procedimento non & necessario e si puo procedere piu celermente e semplicemente come
segue. Basta infatti derivare la (24) rispetto a ¢, e rispetto a ¢, e poi imporre le condizioni (25).

20qHaa + 2eoHap = (o) (cZ £k 2046yS) + E(2¢q + 2,5)

2¢pHyp + 2¢4Hyp = W 2¢4¢5S) + E(2¢p + 2¢,5)

Imponendo le (25) e riarrangiando, si ottiene il sistema di equazioni:
{(Haa —E)cqg + (Hgp — SE)cp, =0

(Hgp — ES)cq + (Hpp — E)cp =0

Questo sistema di equazioni ammette soluzioni diverse dalla soluzione banale ¢, = ¢, =0 (priva di significato
fisico) solo se:

Hyy—E Hyy —SE

Hy, —SE Hyy—E |~ 0 (27)

Questo determinante prende il nome di “determinante secolare” del problema.
Poiché i due nuclei sono identiciH,, = Hye pertanto sviluppando:
(Haq — E)? — (Hap — SE)* = 0
Hyq — E = £(Hgp — SE)

da cui, considerando i due segni possibili

(-) (+)

Hyy—E = —Hyp + SE Hyy —E = Hyp, — SE
_ HaatHgp Hy, — Hyp
b = s 28 oy =—1"5
;?stl_tucerglbo rflij ()26) ! Ottle?zegja ~ sostituendo nella (26) si ottienec, = —c
. arra b Yy = ca(Ya — Pp)

Le equazioni (29) forniscono un valore di W1 e ¥, che non e completamente definito poiché esse contengono
ancora lincognita c,. Al fine di definire completamente il problema si applica la condizione di
normalizzazione, cioe:

[Ypidt=1 e [Ypisdr=1

ottenendo
121 2
1 1
Cq =Cp (30) =
V2+2S Cq=—Cp =
da cui M 2-2§
da cui
Y (Yo + ¥5p) 1
YT V2t2s e P Wy = (Yo — ¥p)
Haa + Hab 2—125
1= 1+5S E Hgaq — Hap
2 1-S
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(svolgere i calcoli fino ad ottenere le (30) come esercizio)

In generaleS = [ 4, dt (integrale di sovrapposizione) & molto pil piccolo di 1 (poiché la zona in cui i due
orbitali s hanno contemporaneamente valore diverso da zero &€ molto piu piccola dell’estensione dei singoli
orbitali ¥, e Wy). Cio comporta anche:

[ e << [ wapadz = [ wpppdr =1

Pertanto possiamo scrivere con discreta approssimazione:

~ W + 1) bor Wt |V
1 \/E a b 2 \/z a b
Ey =~ Hyqg + Hyp E; ~ Hyg —Hyyp

Per conoscere in modo completo E; ed E, & ora necessario calcolare gli integrali:

Haa = [ Valltpads

Hay = [ alliydr

Per fare questo occorre in primo luogo ricordare la forma di H per la molecola H,". Essa &:
_ h? 1 e? e? e?
H=—-——V"+ -————t—

2m 4me,
Da questa espressione si ha:

H —f h2l72+ ! e ez+‘(32 dr =
aa = | Ya 2m Ameg\ 1, T, Tap Yade =

_f hzvz 1e 1fe2d+1fe2d
= | Y, m Yadr P, lparbll’aT yr, ¢arab¢aT

4meg ra
Nel primo termine riconosciamo facilmente I’'Hamilotoniano dell’atomo di idrogeno a, e I'energia risultante
e I'energia dello stato fondamentale di un atomo di idrogeno, Eu. Inoltre, essendo rep=costante, puo essere
portato fuori dall’integrale e si ha:

Hoa = By + f Yathadt — 7 f Yo wadr

4n£0 Tab
E ricordando che ’J)a e normalizzato,
1
Hy, =E drt (32
aa H + 4n£0r b 4n£0f1/)a l/)a ( )
Questo risultato é ricco di S|gn|f|cato fisico. Il secondo termine e la semplice repulsione culombiana tra i due

2
e
—calcolata con la
e, "

nuclei. Il terzo termine & il valor medio dell’osservabile associata all’'operatore

funzione d’onda ,. Esso rappresenta quindi I'energia di interazione elettrostatica tra la densita di carica
descritta da|i, |? (atomo a) ed il nucleo dell’atomo b. Notare che allungando la molecola, Haa—>Ew per rap—>c0.

Analogamente possiamo procedere per Hgp.
h 1 e? e? e?
Hab=jlpa(—%|7 +4n£0<—a—g+a>)lpbd‘[=
n 1 e 1 e? 1 e?
- [ . (—%v - rb)lpb e+ [ oy =

~ [ e,

2

e
o l/)alpbdr

4 oTab

62
_l/)de +
a
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Hap = EnS + ——<=8 = —— [1p, Zeppdr (33)

4ATTEY Tap 4ATTE Ta
Osservando la formula dell’energia (30) e chiaro che H,pe l'integrale che determina la posizione dei livelli
energetici molecolari ottenuti. Si pud dire che esso quantifichi l'interazione tra i due nuclei. Infatti,
allontanando i due atomi Ha—>0 per I'annullarsi di S e dell’ultimo termine. | due termini coulombiani sono
nuovamente la repulsione coulombiana tra i nuclei (pesata da S) e lo strano integrale

[ o S ppdr (34)

471'50
Che pur avendo le dimensioni di un’energia ed una forma riminescente di un’interazione coulombiana, non
ha un significato fisico semplice poiché I'operatore & integrato tra le due funzioni diverse Y, e ¥;,. Questo
integrale viene talvolta definito “integrale di scambio” per questo motivo.

Dalle due espressioni di Haq € Hap Ottenute, si possono quindi ottenere E; ed E;, purché vengano calcolati gli
integrali:

e? e?
[ e [ ey
147) Ta
Questi integrali possono essere calcolati molto facilmente per mezzo di un programma per calcolatore®.

Ritorniamo alle equazioni (31) e proponiamoci di rappresentarne graficamente i risultati. Definiamo
diagramma dei livelli energetici molecolari o diagramma degli Orbitali Molecolari una rappresentazione dei
livelli energetici molecolari e delle loro relazioni con i livelli atomici.

Gli orbitali W1 e W, sono stabilizzati e destabilizzati, rispetto ad un certo valore di riferimento Hq, della stessa
quantita Hg. Questo & uno dei motivi per cui I'orbitale W, & chiamato “legante”, mentre I'orbitale ¥, &
chiamato “antilegante”.

Inoltre, abbiamo dimostrato che H,, tende all'energia dello stato fondamentale atomico allontanando i
nuclei. Possiamo quindi rappresentare la relazione tra i livelli atomici e molecolari come:

AO MO AO
H aa~ H ab ; HUE*- lpb
o
En |
o
Haa+Hap i
Yot ¥

In questo tipo di diagrammi le colonne laterali riportano quindi le energie degli orbitali atomici degli atomi
isolati, mentre la colonna centrale riporta gli orbitali molecolari ottenuti da essi.

La natura “legante” ed “antilegante” di W1 e W, e dimostrabile anche dalle seguenti considerazioni.
Supponiamo di voler calcolare la densita elettrostatica dei due orbitali nel punto medio tra i due nuclei, cioe
per quei valori di ro=r, ove il contributo di ¥, e W, non puo che essere identico. Allora:

\ _ 1 1 1
periy;: densitd elettronica =, - P; = E(lpa + )% = E(l/)é + Pi + 2P Pp) = 54%21 =2Y2+0

. ) . 1 1
pery,: densita elettronica = P, - 3 = E(l/)a —YPp)? = > (W2 +PE — 2y ,) =0

411 calcolo di tutti gli integrali che compaiono in questa trattazione pud essere effettuato facilmente con
programmi di matematica generale quali MatLab o Mathematica. Nei programmi di chimica computazionale,
vengono calcolati da efficienti librerie di calcolo numerico.
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Dunque nell’orbitale “legante” c’e parecchia densita di carica fra i due nuclei: tale carica e responsabile del

legame chimico in quanto, schermando la carica positiva tra i due nuclei stessi, ne permette I'avvicinamento
sino alla distanza di equilibrio stabile.

Nell’orbitale “antilegante” vi € un nodo della funzione d’onda (e quindi una zona a densita elettronica nulla)
nel punto medio del legame. Manca quindi la funzione legante e predominano le forze repulsive.
L'andamento della funzione d'onda lungo I'asse internucleare € rappresentato nella figura seguente.
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Analogamente a quanto visto nel caso della rappresentazione degli orbitali idrogenoidi, possiamo

rappresentare efficacemente gli orbitali molecolari mediante superfici o mediante linee di iso-ampiezza della
funzione d'onda:

M1

M2
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3.6 - Le molecole biatomiche omonucleari piu semplici

Lo schema dei livelli della molecola H,* puo essere utilizzato per studiare la struttra elettronica di molecole
con piu elettroni, in modo analogo a come abbiamo utilizzato gli orbitali dell’idrogeno per descrivere I'elio
nel capitolo precedente.

Molecola di H,

Assumendo che ogni orbitale non degenere possa contenere, per il principio di esclusione, solo due elettroni
la struttura della molecola di H; (limitiamoci ai livelli 1so, e 1s0y,) €:

1s oy

—R# ﬁ H, O.L=1

1s oy
Definiamo “ordine di legame” =(n°e” leganti - n°e” antileganti)/2.
Abbiamo posto i due elettroni 1 e 2 sullo stesso orbitale incuranti della repulsione elettronica (mentre tutta

la teoria LCAO e basata su orbitali mono elettronici). Quanto lecita & questa operazione?
Supponiamo di trascurare la repulsione tra i due elettroni.

Esercizio: scrivere I'operatore Hamiltoniano per la molecola H; ed identificare il termine responsabile della
repulsione elettronica.
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Se gli elettroni non interagiscono allora I’hamiltoniano e di conseguenza I'energia si possono scomporre.
Lenergiatotalee £ = E(1) + E(2) e ¥ = ¥ (1)¥(2). Poiché il livello 1so,& descritto da funzioni d’onda del
tipo¥ =¥, + ¥, ne consegue che :

lptot = [l‘Ua(l) + q’b(l)] [llua(z) + 'Pb (2)] = 'Pa(l)l‘Ua(Z) + l’”a(]-)llub (2) + l’Ua(Z)llub(l) + llllb(l)l‘Ub (2)
(35)
1 2 3 4

| termini 1 e 4 corrispondono a collocare entrambi gli elettroni su un solo atomo, cioé a descrizioni di tipo
ionico del legame ( HH* e H'H ) mentre i termini 2 e 3 corrispondono a formule covalenti H-H. strutture
ioniche e covalenti hanno ovviamente lo stesso peso poiché gli elettroni non sono interagenti (quindi non si
respingono).

Analogamente a quanto fatto per gli atomi polielettronici, le cui autofunzioni possono essere descritte
mediante prodotti di autofunzioni mono-elettroniche (idrogenoidi) simmetrizzate per rispettare il principio
di antisimmetria, possiamo scrivere le funzioni d’'onda molecolari come determinanti di Slater:

Yia(l) WiB(1)
Yia(2) WiB(2)
Wia(l) ¥B(1)
Yia(2) YB(2)

=L
TVl

1

TVl

‘ (36) con¥, = (¥, +Y¥,)

Che fornisce una funzione d’onda analoga alla precedente ma antisimmetrica per scambio dei due elettroni.

Il peso eccessivo delle formule ioniche da una chiara misura del carattere altamente approssimato dell’idea
di riempire di elettroni (compatibilmente con il principio di esclusione) gli orbitali monoelettronici della
molecola H," (assunta come capostipite delle molecole biatomiche omonucleari). Nonostante queste evidenti
lacune, I'energia calcolata sulla base della W, o« [, (1) + ¥, (D] [¥,(2) + ¥, (2)] presenta un minimo alla
distanza rap corretta. Pertanto lo schema di orbitali della molecola H,* pud essere lo esteso alla molecola di
H. e alle molecole omonucleari polielettroniche (purché non si abbiano pretese quantitative).
Miglioramenti del valore dell’energia si possono ottenere in vari modi, quali ad esempio utilizzando funzioni
d’onda senza i termini ionici:

Wi = N(¥, (1), (2) + . (2)¥,(2)) (37)
dove Ne un opportuno fattore di normalizzazione.

La teoria del legame di Valenza

La soluzione scritta sopra merita un commento. Quando i due atomi di idrogeno sono a grande distanza, la
funzione d’onda complessiva pud certamente essere scritta come prodotto degli orbitali atomici
Y (D¥,(2).

Se supponiamo di avvicinare i due atomi gli elettroni interagiranno e non sara piu possibile distinguerli.
Poiché sia la soluzione ¥, (1)¥},(2) che la ¥, (2)¥}, (1) sono corrette ed indistinguibili, una forma accettabile
per la funzione d’onda sara proprio la (37)%.

E’ importante notare che questa forma per la funzione d’onda ¢ diversa da quella che abbiamo utilizzato nel
metodo LCAO. Non si tratta infatti di una semplice combinazione lineare. E’ tuttavia una scelta altrettanto
motivata, e inoltre potremmo usare funzioni del tipo della (37) come funzioni di prova in un procedimento

% Questa forma & simmetrica per scambio degli elettroni ma pud essere facilmente “antisimmetrizzata”
moltiplicandola per una funzione di spin antisimmetrica come fatto per I'atomo di He.
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variazionale. Poiché funzioni di questo tipo si possono scrivere solo per coppie di elettroni, questo modo di
scrivere gli orbitali molecolari & stato definito “teoria del legame di valenza”*® (Valence Bond Theory, o VB).

Per procedere alla discussione delle molecole con piu di due elettroni, occorre “popolare” anche la seconda
soluzione ¥,ottenuta con il metodo variazionale, che abbiamo definito “orbitale antilegante”. Tuttavia,
dobbiamo a questo punto ricordare che il teorema variazionale garantisce che la funzione ¥; sia la migliore
approssimazione possibile dello stato fondamentale della molecola, ma non garantisce nulla sulla qualita
delle altre soluzioni. Un’analisi piu accurata, che non riportiamo in questo testo, mostra che I'energia E;
associata alla funzione d’onda ¥,rappresenta un limite superiore all’energia del primo stato eccitato della
molecola H,* (analogamente a come E; rappresenta un limite inferiore allo stato fondamentale).
Conseguentemente, la predizione della struttura elettronica delle molecole basata sullo “riempimento”
(aufbau) di orbitali monoelettronici ha valore solo qualitativo.

Cio non toglie che anche per le molecole polielettroniche si possano ottenere energie e funzioni d’onda
accurate per lo stato fondamentale usando il metodo variazionale: bisogna pero ricordare che per ogni
aggiunta di elettroni occorrera rideterminare i parametri variazionali.

Lo schema di orbitali di H," predice in modo soddisfacente la non esistenza della molecola di He,. Infatti,
procedendo sulla falsariga gia collaudata della molecola di H,, la struttura sarebbe:

1s oy

NS S He,O.L.=0
Is V5 s

1s Oy

Ove il contributo legante dell’orbitale 1so,€ esattamente cancellato dal contributo antilegante.

La teoria LCAO spiega quindi il carattere inerte dell’lHe. Come procedere per molecole con piu di quattro
elettroni? E’ chiaro a questo punto che il modello di descrizione del legame mediante combinazioni lineari
dei soli OA 1s, non e sufficiente. Ciascuna coppia di orbitali atomici considerati genera “posto” per quattro
elettroniin due OM (uno legante ed uno antilegante). Per molecole con piu elettroni & necessario considerare
ulteriori termini nello sviluppo in serie (18) della funzione d’onda.

3.7 Generalizzazione del metodo LCAO

Consideriamo il procedimento utilizzato per ottenere le energie e le autofunzioni di H,*. Si & troncato lo
sviluppo in serie della funzione d’onda molecolare a due soli termini, con due parametri. Sfruttando il
teorema variazionale, azzerando le derivate (25) si € ottenuto un sistema di due equazioni in due incognite,
i cui coefficienti formano una matrice 2x2. Il corrispondente determinante (“secolare”) & un polinomio di
secondo grado, con due zeri, che sono le energie di nostri due orbitali molecolari. Quanti due!

E’ chiaro che se fossimo partiti da N funzioni base avremmo ottenuto un determinante secolare NxN ed
avremmo ottenuto N orbitali molecolari, capaci di ospitare 2N elettroni.

L'utilizzo di serie estese per rappresentare gli OM, e quindi una necessita, ma non dobbiamo dimenticare che
e anche un modo per dare maggiore “flessibilita” alla nostra soluzione variazionale e garantire che il metodo
variazionale ci porti pil vicino ai valori veri dell’energia.

46 La teoria VB permette di calcolare la struttura elettronica delle molecule in modo analogo alla teoria LCAO.
Tuttavia, a acausa della maggiore praticita computazionale del metodo LCAO, quest’ultimo ha avuto una
diffusione assai maggiore ed al giorno d’oggi tutti i programmi di calcolo molecolare utilizzano combinazioni
lineari di funzioni base. Queste funzioni non devono essere necessariamente orbitali atomici.
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Si pone quindi il problema di come scegliere gli orbitali da combinare.

Consideriamo un generico determinante secolare

Hi; — E Hip — ESip - H1N—ES1N]
H21 _ESZ]_ H22 _ESZZ :
: ' =0 (38)

l HNN_ESNN HNl_ESNl J
Esso puo essere scritto come operazione tra matrici

|H — ES|=0
(notareche S;; = 1)

dove E & una variabile reale incognita i cui valori si possono ottenere trovando le radici del polinomio
ottenuto sviluppando il determinante.

Se si considera la definizione degliintegrali H;;, € chiaro che essi possono anche essere visti come gli elementi
di matrice della rappresentazione dell’operatore Hamiltoniano nello spazio delle funzioni base utilizzate.

Per determinanti di grandi dimensioni (si raggiungono facilmente dimensioni di parecchie decine per le
piccole molecole e di milioni per le grandi molecole biologiche) il polinomio diventa molto complesso e non
e conveniente trovarne gli zeri. In questi casi, i valori delle energie possono essere piu facilmente trovati
diagonalizzando la matrice Hamiltoniana. Ricordiamo infatti che in forma matriciale I'equazione di
Schroedinger si pu0 scrivere come

Hyp -+ Hig\[C1 1
Hyy - Hyn/ Lon]; Cn
Il termine di destra della (40) si puo scrivere come il prodot per il vettore “funzione d’onda”
E1 0 (o}
0 EN CN

Da qui e chiaro che il problema della risoluzione dell’equazione di Schroedinger e equivalente al problema
della diagonalizzazione della matrice Hamiltoniana. Questa si realizza con tecniche standard dell’algebra
lineare, basate sul concetto di operatore unitario di trasformazione:

<H11 HlN) E1 0
Ut : : U=]\: :

Hy: - Hyy 0 - Ey
dove la matrice U & un operatore da determinare. Si puo dimostrare che le colonne di U costituiscono gli
autovettori?’. Il problema agli autovalori in forma numerica & quindi un problema di diagonalizzazione della
matrice hamiltoniana.

47 Questo passaggio pud risultare oscuro. Fa riferimento alla cosiddetta “teoria delle trasformazioni unitarie”
nell’lambito dell’algebra matriciale. Per approfondimenti consultare un testo avanzato di chimica
computazionale o di matematica per la chimica/fisica.
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3.8 Le molecole biatomiche omonucleari

Ora che possediamo un metodo di calcolo generale possiamo tornare alla scelta delle funzioni base per
descrivere le molecole. Il principio generale da seguire & quello di includere tutte le coppie di orbitali ; e ;
che possono dare integrali H;jnon trascurabili. Nella pratica, il valore di questi integrali dipende grandemente
da quanto le funzioni sono sovrapposte spazialmente, quindi si puo anche dire che vanno considerate tutte
le coppie di funzioni che hanno un apprezzabile integrale di sovrapposizione S;;.

Un ulteriore criterio di scelta € basato sull’energia. Se consideriamo infatti lo schema degli orbitali molecolari
che derivano dalla combinazione di orbitali atomici con energie diverse, osserviamo una situazione
simmetrica di questo tipo

Hahcle/
AE

Hab

AO MO AO

Le energie H,, hanno un valore massimo quando AE = 0 (combinazione di AO con energie uguali) e
decrescono al crescere di AE. Quindi all’'aumentare della differenza di energia tra i livelli coinvolti,
diminuiscono la stabilizzazione dell’orbitale legante e la destabilizzazione dell’antilegante. Nel gergo LCAO si
dice che gli AO “non si combinano” se hanno energie molto diverse.

Ad esempio nella costruzione degli orbitali molecolari che seguono, potremo trascurare le combinazioni tra
orbitali 1s e 2s, ed in molti casi anche le combinazioni 2s-2p.

Possiamo ora procedere alla costruzione delle molecole successive.

Molecola di Li.

=286y

Li,O.L.=1

In questa molecola gli orbitali 1s interagiscono solo debolmente, poiché a causa dell’aumentata carica del
nucleo essi hanno una dimensione contratta. Pil in generale, questo e il motivo per cui i livelli interni degli
atomi restano approssimativamente invariati nelle molecole.
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Lo schema di orbitali molecolari predice correttamente come la molecola di Be; non possa esistere poiché la

. . 2 2 . . . .
configurazione (1so,)" (1s0,)?(2s0,)" (2s0,)?non garantisce, come nel caso dell’elio, una interazione
stabile.

Le molecole da B; a F,
Con la molecola di B, iniziamo a combinare atomi con orbitali p occupati. Poiché questi sono degeneri, non
possiamo sceglierne uno in particolare e la base minima di AO da utilizzare per queste molecole & costituita

dagli AO 1s, 2s, 2p,, 2py, 2p; su ciascun atomo.

Si pone dunque il problema di analizzare le possibili combinazioni di orbitali s e p sui due atomi.

Sulla base del criterio energetico visto in precedenza, possiamo in prima approssimazione assumere che i
livelli 2p non diano Hq, apprezzabili con i 2s.

Dobbiamo quindi considerare tute le combinazioni pa(a) — pa(b) con n=x,y,z

Per valutare quali integrali Hap avranno valori significativi, possiamo valutare Sq» ed assumere che ove Sy si
annulli si annullera anche Hgp. Valutiamo quindi Su per le seguenti combinazioni:
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C X .
y
’» S#0

p

z

P z
NAV/ATA
Uwuz > S # 0 (grande)

0 T

| casi in cui S=0 si desumono da considerazioni di simmetria. Sfruttando il fatto che un inegrale su un volume
V puo essere scomposto nella somma di integrali su volumi parziali, possiamo dividere gli integrali su tutto lo
spazio 3D in integrali su semivolumi delimitati dal piano della molecola. Nei casi x e y & chiaro che i due
integrali nei semivolumi sono identici e con segno opposto,e pertanto S si annulla.

il riempimento degli orbitali (Zpag),(anu), ecc. secondo il possibile schema (ignorando i contributi piu
interni):

B,O.L.=1
Diamagnetica
S=0 (singoletto)

In questa configurazione tutti gli elettroni hanno spin accoppiati e la molecola & diamagnetica. Questo
risultato & in contrasto con i dati sperimentali che mostrano che la molecola & paramagnetica. Si potrebbe
superare facilmente questa difficolta invertendo I'ordine degli orbitali (Zpag) e (2pm,) secondo lo schema:
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B,O.L=1
paramagnetica
S=1 (tripletto)

| due elettroni possono stare in due orbitali differenti e quindi possono avere, per la regola di Hund, spin
paralleli (stato di tripletto S=1).

Anticipiamo che la ragione dell'inversione degli orbitali (2po,) e (2pm,)e legata al fenomeno della
ibridazione. Il fenomeno dell’ibridazione sara trattato in modo piu esteso nel paragrafo successivo. Tuttavia
possiamo discutere immediatamente alcuni aspetti del problema.

Innanzitutto cominciamo col dire che fino ad ora abbiamo costruito gli orbitali molecolari combinando
linearmente orbitali atomici della stessa energia e aventi stessa simmetria ma appartenenti ad atomi
differenti. Per esempio:

[ ] [ ]
1. orbitalis con orbitali s a dare un o; Q
2. orbitali p, con orbitali p, a dare un g; @

3. orbitali d,za dare un o;

Combinazioni lineari tra orbitali p, di un atomo con px 0 py di un altro (che hanno la stessa energia) sono state
escluse poiché la sovrapposizione di orbitali di questo tipo (che hanno diversa simmetria rispetto alla
rotazione intorno all’asse internucleare) non danno mai origine ad alcuna interazione legante (come si vede
chiaramente dallo schema).

\\/\ﬁ

L'interazione tra orbitali aventi uguali proprieta di simmetria ma energie grandemente differenti, come gli
orbitali 1s e 2p, (o 1s e 2s), non & stata considerata del tutto, poiché essi hanno estensione spaziale talmente
differente da non poter dare origine a sovrapposizioni sostanziali.

Cosa dire tuttavia degli orbitali 2s e 2p,? Nell’atomo di idrogeno essi hanno energia uguale (n=2) e solo la
repulsione elettronica ne ha causato la separazione. La differenza di energia che ne risulta non & poi cosi
grande da rendere le loro dimensioni incompatibili alla formazione di un legame. Pertanto, una visione piu
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realistica nel considerare la formazione di un legameo tra orbitali 2s e 2p,, € quella di non considerare
separatamente le interazioni delle coppie 2s-2s e 2p,-2p, come nello schema finora accettato. Pertanto alla
formazione degli orbitali originariamente chiamati 2so; e 2po, parteciperanno sia gli orbitali s che p,.

In altre parole, gli orbitali veri saranno una combinazione lineare degli orbitali 2so; e 2po;. Le piu semplici
combinazioni sono del tipo:

Cal;bZSog + Cblprag Call)ZSag - Cbl/)2pag

Le due combinazioni comportano una stabilizzazione e una destabilizzazione dei due orbitali di partenza
secondo lo schema:

mixing

Questo spiega le osservazioni sperimentali sulla molecola di B; e giustifica I'inversione dei livelli ipotizzata in
precedenza.

Poiché sia I'orbitale 2sog che 2pog sono a loro volta delle combinazioni di orbitali atomici Y (2s) e Y(2p), la
forma delle funzioni d’onda ¢ del tipo:

¢(250g+2pag) x Ca(¢25a + l/)sz) +¢p (1/)2pa + lprb) x (Calpz.sa + Cblp2pb) X lpibrid(a) + l:bibrid(b)

Analogo discorso vale per gli orbitali antileganti.

In buona sostanza gli atomi a e b partecipano alla formazione del legame ¢ mettendo a disposizione non
orbitali puri, ma loro combinazioni lineari (ibridi). Nel nostro caso, I'ibrido € tra un orbitale s e un p: si dice
che siamo in presenza di ibridazione sp.

La variazione delle energie dei vari orbitali molecolari passando dalla molecola di B, alla F, € indicata
schematicamente nella figura seguente, in cui € illustrata anche la distribuzione degli elettroni (utilizzando la
regola di Hund quando & necessario).

B> () \P} 0, F» Ne,
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Si vede come passando dall’N; all’O,, il fenomeno dell’ibridazione cessi completamente (o quasi). Questo e
dovuto al fatto che al crescere del numero atomico la differenza tra I'energia degli orbitali 2s e 2p rende a
crescere, rendendo il fenomeno dell’ibridazione sempre piu debole o inesistente. L'andamento delle energie
dei vari orbitali in funzione del numero atomico ¢ illustrato in figura:

H He Li Be B C N O F Ne

La figura della pagina precedente giustifica pienamente le formule chimiche delle molecole diatomiche
omonucleari

B-B c=C N=N 0=0 F-F

Basate sul concetto di valenza chimica.
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Ricordo infine come, sulla base degli schemi precedenti, la molecola di Ne; non pud esistere, poche il numero
di elettroni in orbitali leganti uguaglia il numero di elettroni in orbitali antileganti.

Un ultimo accenno va fatto sulla natura dei legami in queste molecole. Esso deriva interamente dalla
sovrapposizione di orbitali atomici senza generazione di dipoli elettrici (dovuti alla formazione di un eccesso
di carica su uno degli atomi). Queste caratteristiche sono tipiche di legami covalenti.

3.9 - Molecole eteronucleari

Quando si passa dalle molecole omonucleari alle molecole eteronucleari bisogna prendere in considerazione
(anche sulla base dei dati illustrati nella figura della pagina precedente) che I’energia dei vari orbitali dei due
atomi A e B che formano la molecola A-B pud essere grandemente differente.

HF

Se per esempio prendiamo in esame le molecola di H-F (acido fluoridrico), che pud essere idealmente formata
da H+F, vediamo che I'energia degli orbitali 1s dell’idrogeno e degli orbitali 1s, 2s e 2p del fluoro sono cosi

grandemente differenti che solo I'interazione 1s-2p, & possibile.
O*

AlA A4
v Iv | i v iv i
" - % ot
4] 4]
v 25 v
4 4
v 1is Iv

Si noti che l'orbitale o & essenzialmente un 2p del fluoro e I'orbitale e I'orbitale o* & essenzialmente un 1s
dell’idrogeno. La densita elettronica e distribuita in modo non simmetrico, ed & particolarmente concentrata
sull’atomo di fluoro (che é il piu elettronegativo).

A causa della diversa densita di carica sui due atomi il legame assume un carattere polare. La carica negativa
e principalmente concentrata sull’elemento piu elettronegativo (F), cioé quello con maggiore affinita
elettronica.
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orbitale legante

Lo

®
F

orbitale antilegante

Lo
e

Nacl

Simile situazione si trova nella molecola NaCl. In questo caso, tuttavia, la funzione d’onda

Y = caPs(Na) + Cblppz(Cl)

E’ caratterizzata da cy,>> ¢, cosi che la densita di carica & interamente concentrata sul cloro. Per queste ragioni
si puo scrivere la formula del cloruro sodico come Na*Cl.

Utilizzando il metodo LCAO, il determinante secolare per una molecola AB e (trascurando l'integrale di
sovrapposizione s, cosa lecita in questo caso poiché gli orbitali si sovrappongono poco):

a, — E B -0 B = f¢ZE¢BdT = flp;ﬁl/’AdT
pap-k ay = [YiHpadr ap = [YpHypdr

Ove ax (as) = energia dell’orbitale W, (We) nell’atomo isolato. Naturalmente, nel nostro caso aa # ag, mentre
nel caso di molecole omonucleari aa = as. Risolvendo I'equazione si ottiene:

(ag —E)(ag —E)—p*=0
ajap —Eag —Ea, + E*>—B%2=0
E? —E(a, +ag) + agag —p*>=0

_ (et ap) | [(@n—ap)® +467) "

E
2 - 4

La differenza di energia tra orbitale legante e orbitale antilegante AE e data dalla differenza tra I'energia dei
due livelli:

AE = [(a — ap)? +4B%] /2

Dall’equazione precedente vediamo che per aa = ag si ha AE = 2B, cioe 2 e il contributo di energia dovuto
alla parte covalente del legame (E.). Per contro, ax— ap € il contributo ionico della differenza AE (E;). Pertanto
possiamo anche scrivere che:

AE = (Ef + 153)1/2
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3.10 Il legame ionico

Nel paragrafo precedente si & visto come il carattere polare, o detto in altri termini “parzialmente ionico” dei
legami tra atomi diversi si manifesti nella teoria LCAO attraverso OM con coefficienti molto diversi tra loro,
che descrivono orbitali fortemente localizzati sull’atomo pil elettronegativo. E che di conseguenza lasciano
I’atomo meno elettronegativo meno popolato da elettroni (cioé lo lasciano con una carica positiva netta).

A questo punto & lecito chiedersi se la teoria LCAO sia in grado di descrivere legami fortemente ionici e quale
sia la relazione tra la descrizione LCAO ed una descrizione puramente elettrostatica del legame ionico
(ripassare la trattazione di questo tipo di legami fatta nei corsi di Chimica Generale e Chimica dei Materiali).
La risposta e duplice.

Da un lato, possiamo affermare che non esistono legami “puramente ionici” e che la descrizione dei legami
nei Sali come puramente elettrostatici &€ una approssimazione, che trascura completamente la meccanica
quantistica.

D’altra parte, se eseguiamo su sistemi molto ionici calcoli LCAO accurati (cioé con un Hamiltoniano non
troppo semplificato e con un set base sufficientemente ricco di funzioni), la densita elettronica che ne risulta
appare molto simile a quella che ci aspetteremmo per un legame ionico “puro”: distribuzioni sferiche di carica
sugli atomi, poco sovrapposte, con trasferimento di una frazione rilevante di carica dall'atomo meno
elettronegativo al piu elettronegativo. La figura seguente mostra la densita elettronica di un cristallo di LiF,
calcolata con il metodo LCAO. Le cariche atomiche calcolate sulla base dei coefficienti LCAO sono +0.97 e -
0.97 per Li e F rispettivamente, e confermano che la descrizione ionica del legame (Li*F)é un’ottima
approssimazione.

(da http://www.theochem.unito.it/crystal_tuto/mssc2008_cd/tutorials/defects/defects_tut.html)

(da http://www.theochem.unito.it/crystal_tuto/mssc2008_cd/tutorials/defects/defects_tut.html)

3.11 - L’ibridazione: una formulazione generale

Dagli esempi discussi precedentemente (molecole di boro e azoto), abbiamo visto che nelle molecole
biatomiche lineari gli orbitali 2s e 2p dell’atomo partecipano alla formazione del legame o attraverso la
formazione di orbitali ibridi che sono combinazioni lineari di orbitali atomici s e p. Tale fenomeno é stato
chiamato ibridazione sp. L’ibridazione sp & solo una delle possibili ibridazioni: altre sono sp? e sp®.

Allo scopo diillustrare in modo pit generale il fenomeno dell’ibridazione nell’atomo di carbonio (ma i concetti
possono essere estesi ad altri atomi) studiamo in dettaglio le molecole seguenti:

e metano CHq4

e ctilene H,C=CH,
e acetilene HC=CH
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Molecola di metano

E’ una molecola tetraedrica con al centro il carbonio e ai vertici gli atomi di idrogeno.

A
z

v

1s

La formazione di ogni legame C—H puo essere descritta come dovuta all’interazione legante di un orbitale 1s
dell’idrogeno con un orbitale centrato sull’atomo di carbonio (indicato qui simbolicamente con una freccia
centrata sull’atomo di carbonio).

Poiché nessuno degli orbitali px, py € p; (che hanno la direzione di x, y e z)puo giustificare I'esistenza di 4
legami equivalenti nella direzione del tetraedro, & evidente che deve aversi un mescolamento di orbitali 2s e
2p, capace di produrre orbitali ibridi dotati di massima intensita lungo le direzioni del tetraedro (frecce nella
figura). Per intensita di un orbitale si intende il valore massimo della sua parte angolare (definizione di
Pauling).

Questo tipo di ibridazione si chiama sp3. La forma generale di questi orbitali ibridi sara:

(V1=a1¥Ws + b1 ¥y + ¢4 ‘I’zpy + d1¥2p,
¥, =a¥Vs + bzll’sz + cz'l’zpy + d, ¥,
Y =a3z¥, + b3‘}’2px + c3‘l’2py + d3ll’2pz

l‘l’4 = au¥ys + b4‘1’2px + c4'1’2py + di¥p,

Se vogliamo che W3, W,... siano normalizzate deve essere:

J¥i¥ide = af [ W3 Wosdt + bf [ W3, Wop, dt + ¢ [ W3 Wap dT +df [ W3y, Wap,dr =1
a?+b?+ct+d?=1

Ovviamente lungo le direzioni del tetraedro bi? = ¢? = di?, per cui 'equazione precedente diviene:
a? +3b} =1
Poiché I'orbitale Wy, partecipa ugualmente alla formazione dei quattro orbitali ibridi, deve anche essere:
fia? =1=4a}
da cuiai=1/2 e 3b;=3/4, cioé b; = 1/2. Allora la W; diviene:

105



1
llul = E(IZUZS + l{/sz + 'luzpy + lluzpz)
Le altre tre soluzioni si ottengono ricordando che le 4 W devono formare un set ortogonale, cioe:
fllullluzd‘[ = fl{/ll{/3d‘[ = f"}’llll’4df = f’luzllu:))d‘[ = f’lllzlll,4,d‘[ = f lIU3lIU4_dT = 0

E’ facile verificare da cio che le altre soluzioni sono:

1
lzuz = E ("Ilzs + "Ilsz - lllzpy - lllzpz)

1
llu3 = E (lllzs - lllsz + lluzpy - lluzpz)

p, = %(4’25 — W, — Yo, + ¥ap,)

Se si tiene conto che gli orbitali Wy, Wapx, Wapy € Wap, SONO:

¥as = Rys(7)

Wap, = Rap(r)V3sent cos ¢
{ Yap, = Rap (r)V/3senfseng
k‘l’zpz = Rzp(r)\/§ cos 6

nell’approssimazione che le parti radiali siano le stesse e ponendo per convenzione Ry = 1, si ottiene:

Yos =1
Wyp, = V3senb cos ¢
‘l’zpy = +/3senfseng

lllfzpz =+/3cos O

Questi valori, sostituiti nelle espressioni di W,, W,, W3 e W,, forniscono le espressioni complete degli orbitali
ibridi.
La forma di questi orbitali & rappresentabile come segue:

>
direzione del legame

Essi hanno il loro massimo valore della parte angolare (intensita) lungo le direzioni del tetraedro.
L'interazione legante tra questo orbitale e I'orbitale s dell’atomo di idrogeno che forma il legame C-H puo
essere rappresentata dalla funzione d’onda:

Yeu = a¥1s(H) + bWipria

che ha la forma:
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Molecola di etilene

Molecola avente struttura planare.

H H
\C c/
120° </J \
H 120° H

E’ anche noto che il legame C—C ha carattere di doppio legame (uno di carattere o e uno di carattere m).
Rappresentando i tre legami o a 120° con tre vettori equivalenti, gli orbitali ibridi di carattere o sono espressi
dalla relazione generale:

llul = a1‘1’25 + blllusz + Cllzuzpy
"IIZ = aZlIUZS + bzlllsz + CZI‘UZpy
llu3 = a3‘1’25 + b3q,2px + C3lzuzpy

ove ai* + b + ¢c? = 1 e ove le tre funzioni d’'onda (orbitali ibridi) sono tra loro ortogonali. Questo insieme di
condizioni & sufficiente a definire completamente la forma degli orbitali, che & simile a quella gia illustrata
per gli orbitali ibridi sp>. Lo scheletro dell’etilene &, dunque, rappresentato dalla sovrapposizione illustrata in
figura.
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Il legame centrale C—C e descritto da un orbitale molecolare legante formato combinando linearmente tra
loro due orbitali ibridi W1 centrati sull’atomo a e sull’atomo b. Il legame C-H €, come nel caso del metano,
una combinazione lineare di W, (o W3) con un orbitale 1s dell’idrogeno.
Nella costruzione dello schema precedente abbiamo utilizzato solo gli orbitali px, py € s; gli orbitali p, centrati
sul carbonio non sono stati considerati. Se, come ¢ logico, questi due orbitali, aventi le stesse proprieta di
simmetria e la stessa energia, interagiscono, abbiamo (trascurando s):

1
Y = (Fa £ 9))

ove la combinazione legante ha la forma:

L’energia dei 2 livelli permessi € E; = o + B (legante) e E; = a - B (antilegante)

Molecola di acetilene

Molecola lineare: il legame C-C e triplo.
Lo scheletro o € ottenuto mediante ibridazione sp del carbonio. La forma dell’ibrido sp & simile a quella dei
precedenti ibridi. Lo scheletro o completo, inclusi i legami C—H, e:

H C C H

La forma dei due orbitali ibridi centrati su ogni carbonio e:

¥y = % (P25 + ¥2p,)

Ovviamente, le rimanenti coppie px e py centrate sugli atomi di carbonio formano coppie leganti e antileganti
1t di uguale energia (E; = a + B, E> = a - B). La situazione é simile a quella dell’etilene, con la differenza che gli
orbitali p sono doppiamente degeneri.

Ibridazioni sp3, sp? e sp, tipiche dell’atomo di carbonio, del boro e dell’azoto, sono presenti in molti composti
di questi elementi. Limitandoci al carbonio:

3 - idrocarburi saturi (es. CHs—(CH,)4—CHjs) lineari o ramificati
- idrocarburi aliciclici (es. (CH.)e cicloesano)

- ione ammonio NH4*

sp? - idrocarburi olefinici (es. H,C=CH,, H,C=CH—CH=CH,)

108

sp



- idrocarburi aromatici (benzene e simili)
sp - idrocarburi acetilenici (es. HC=CH)
- molecole diatomiche (C=0, N=N, B=B)

Questo quadro non esaurisce I'argomento delle ibridazioni. Per esempio, quando si hanno molecole in cui un
atomo centrato A é legato simultaneamente a piu di 4 leganti, come ad esempio in SFe, allora concorrono
alla formazione dei 6 legami S—F anche due degli orbitali d, cosi che in questo caso si parla di ibridazione
sp3d?

F
e F
F

NB: come regola generale possiamo stabilire che in una ibridazione generica s'p™d" deve essere |+ m+n=N,
con N = numero di coordinazione dell’atomo centrale ibridato.

3.12 — Il metodo di Hiickel

Nei paragrafi precedenti abbiamo costruito gli orbitali molecolari per alcune molecole con legami di tipo ©
(ad esempio O, N2, CoHa). Si puo notare che I'assenza completa di sovrapposizione tra OA p; e px (o p,) faccia
si che gli orbitali w siano combinazioni pure di orbitali p,. Per questo motivo, € possibile prevedere facilmente
la struttura degli orbitali & tutte le molecole nelle quali i p, sono ortogonali al piano della molecola. Questo
avviene nei sistemi di doppi legami coniugati, che sono planari. Il metodo di Hiickel & un metodo fortemente
approssimato per la descrizione della forma e delle energie degli orbitali © nei sistemi 7 coniugati. Esempi
sono i polieni coniugati e tutti i sistemi aromatici.
Le assunzioni del metodo sono le seguenti:

1) siconsiderano solo gli OM formati dalla combinazione di OA p,sugli atomi di carbonio.

2) siconsiderano solo combinazioni tra p, primi vicini (Hap=0 se a e b non sono primi vicini)

3) siconsiderano tutti gli S=0

4) Si attribuiscono valori fissi agli integrali Haa € Hab. Haa=0t @ Hap=P (per a e b primi vicini).
Si tratta di assunzioni piuttosto rozze, ed in particolare la 3) & in contrasto con quanto visto finora. Infatti, nei
paragrafi precedenti abbiamo detto che il criterio affinche due OA forniscano un contributo ad un OM é che
sia § # 0. Tuttavia, gia analizzando la molecola H,* abbiamo visto che i valori numerici di S sono molto piu
piccoli di quelli di Haa € Hab, € di conseguenza I'approssimazione di Hiickel e giustificata.
Nel capitolo seguente sviluppiamo la costruzione degli orbitali T coniugati per alcuni sistemi semplici.

3.13 - Sistemi delocalizzati
La teoria degli orbitali molecolari puo trattare anche molecole molto grandi e, al limite, molecole di
dimensione infinita e i solidi propriamente detti. In questo capitolo tratteremo delle molecole coniugate, cioe

molecole dove esiste un’alternanza di doppi e singoli...
Queste molecole vengono usualmente divise in due gruppi: molecole lineari e molecole cicliche (aromatiche)

Molecole lineari.
Sono molecole del tipo:
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H
H
H H H H |
— 2 P A —
H
H H H H H
H H H
Etilene butadiene esatriene

Ogni atomo di carbonio della catena partecipa a un legame m;
Ogni atomo di carbonio della catena & ibridato sp?.
Nel limite di n (numero di doppi legami) =< abbiamo il trans-poliacetilene:

che puo essere considerato sia come una molecola lineare infinita sia come un solido monodimensionale.
Abbiamo gia visto come nell’etilene le funzioni d’onda degli orbitali m possano essere ottenute per
combinazione lineare di orbitali atomici 2p centrati sugli atomi a e b.

N:B: la molecola possiede un centro di inversione.

Y =c, ¥, + ¥, Y, = ¥, = orbitale p (nell’esempio p,)

Adottando le assunzioni di Hiickel elencate sopra, il determinante secolare per i due elettroni © della
molecola di etilene diventa:

a—E B |_ 0
B a+E
Elumo — 9 g
Ei=a+p E,=a—-p
Vi = 5 (W + ) V=5 Wa-¥) e
combinazione legante u combinazione antilegante g A

Q Q covono 4Lt oy
55 58

Nella trattazione precedente abbiamo adottato il formalismo del determinante secolare (vedi generalita sui
metodi variazionali e capitolo sulla molecola H,*). In modo assolutamente equivalente avremmo potuto
adottare il formalismo della diagonalizzazione della matrice Hamiltoniana, che fornisce risultati identici. In
questo secondo caso, la materice H da diagonalizzare sarebbe stata semplicemente:

s

Questa puo essere ad esempio diagonalizzata con metodi analitici o numerici standard. Negli esempi visti a
lezione, le matrici H sono stae diagonalizzate utilizzando la piattaforma matematica online “Wolfram Alpha”
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(https://www.wolframalpha.com/). Ad esempio, la matrice precedente si diagonalizza con la semplice
istruzione:

eigenvalues[{{a,b}, {b,al}}]

Gli esempi seguenti sono siluppati con il formalismo del determinante secolare, piu adatto alla risoluzione
con carta e penna, ma possono essere facilmente tradotti nel formalismo di diagonalizzazione.

L’estensione al butadiene e estremamente semplice.

Consideriamo gli orbitali T come dovuti a combinazione lineare di orbitali atomici centrati su quattro atomi
a,b,c,d (la molecola possiede un centro di inversione). Allora la generica funzione é:

VYV =c, ¥ +cp¥p + .Y+ cg¥q

e il corrispondente determinante secolare (ottenuto trascurando tutti gli integrali di sovrapposizione tra
atomi contigui e, a maggior ragione non contigui = approssimazione di Huckel) diviene:

a—E B 0 0

B a—E 0 0 — 0

0 0 a—E B |

0 0 B a—E
Sviluppando si ottiene:

a—E B 0 B B 0

(@a—E)| B a—E B |-Bl0 a—-E B |[=

0 B a—E 0 B a—E

(a—E)(a—E)‘aEE a€E|—(d—E)ﬁ|g aé)El—ﬂza;E a€E|+‘828 a€E|=

(a ~ E)*[(@ — E)? ~ f?] — (a — E)?p2 — p2[(a — E)* ~ 2] =
(a ~E)* ~2(a ~ EY*p? ~ (a — )22 + b =
(@ —E)*—3(a—E)2B2+*=0

2
Poniamo ((aﬁE)) =x x2-3x+1=0x;= 2.62, x,= 0.38

Da qui ricaviamo quattro valori di E, che sono:
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\
Es o.—0.62 B u LUMO

(L =-mmmmmmmmmmmmmmmm——————-——-m-- AE=124f » AE=324
Es a+0.62B Ti g HOMO

E, a+1.628 T‘ J

Che secondo il principio di esclusione sono (nello stato fondamentale), popolati come rappresentato nella
pagina precedente dai quattro elettroni provenienti da ciascun atomo di carbonio. L'energia globale dei
quattro elettroni i & ovviamente:

Eior =2E; +2E, =4a+ 2 x1.620 +2 x 0.62F = 4a + 4.480

Vediamo che I'energia totale &, in valore assoluto, maggiore della somma di due doppi legami semplici (4a +
4). Questa differenza, o extrastabilizzazione, & chiamata dai chimici energia di delocalizzazione.

Il livello E; & chiamato HOMO ( =highest occupied molecular orbital)

Il livello E; & chiamato LUMO (= lowest unoccupied molecular orbital).

Sostituendo i valori di E; e E; ecc. nel sistema di equazioni che hanno originato il determinante secolare si
ottiene la forma degli orbitali:

W, = 0.37%, + 0.6%), + 0.6%. + 0.37%,
W, = 0.6¥, + 0.37¥, — 0.37%, — 0.6¥,
W, = 0.6%, — 0.37¥, — 0.37%, + 0.6¥,
W, = 0.37¥, — 0.6¥, + 0.6¥, — 0.37%,

Possiamo rappresentare questi orbitali molecolari in due modi, a seconda che si accentui la caratteristica
degli orbitali di partenza (A) oppure la loro sovrapposizione (B):
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Nel caso A I'estensione degli orbitali & stata presac proporzionalmente ai coefficienti.

Si vede chiaramente che W, e W3 sono antisimmetriche rispetto a i (e quindi u) W, e W, sono simmetriche
rispetto ai (e quindi g).

E’ interessante notare, infine, come i valori delle energie possano essere espressi dalla equazione generale:

E,=a+ 2 cos (1\7—:1) n=1,2,3,4 ... numero di atomi

che esprime bene quanto gia illustrato nelle pagine precedenti, e cioe che i livelli si dispongono
simmetricamente rispetto a a. Questa soluzione si ottiene applicando la regola del determinante a questi
esempi estremamente simmetrici (tecnicamente e chiamata “determinante tridiagonale”)

s
Ei =a+ 2 cos (g) =a+ 1.62p8
E, =a+ 2f cos (%T) =a+0.62p8
E; =a+ 20 cos (%T) =a—0.6208

4m
E,=a+2f cos (?> =a—1.62p

e da notare come ad ogni E sia associato un numero k tanto piu elevato quanto maggiore € E. Analoghe
procedure possono essere applicate per idrocarburi con N=6,8,10, etc.
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da cui si ottengono 6,8,10 ... livelli di energia espressi dall’equazione generale precedentemente illustrata.
Un diagramma qualitativo delle energie degli orbitali molecolari di questi sistemi puo essere riassunta nello
schema che segue:

a+2p

n=2 n=4 n=6 n=8 n=10

Occorre notare come, collegando tra loro i massimi delle funzioni d’onda lungo la catena, si ottengano i profili
di onda stazionaria del tutto simili a quelli ottenuti per la particella nella scatola.
In particolare possono essere dedotte per ogni W le seguenti A:

2L
P, A=2(4a) ==
2(4a) 2L
A = = —
2 2
P, 4 2(4a) 2L
) 2(2 ) ) 23L
a
b _ _ L=
3 A 2 7

¥, Vediamo subito che:

2L
= n _ _ _ _nm
_ (= 1,2,3,4 L=(N-1a = ™-Da
L

che sono identiche a quelle trovate per la particella nella scatola monodimensionale. Questa somiglianza
strettissima indica che I'elettrone appartenente agli orbitali W;-W, & delocalizzato su tutta la catena.

Da quanto visto nelle pagine precedenti si vede che in questi tipi di idrocarburi se ’THOMO ¢ una funzione g
il LUMO é una funzione u e viceversa. Una transizione elettronica tra questi stati puo essere indotta
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dall’assorbimento di un fotone di energia hv opportuna, poiché essa & permessa dalla regola di selezione g-
u (regola di La porte).

Poiché al crescere della lunghezza della catena la differenza E; o0 — Enomo = hv decresce, ne consegue
che anche I'energia e la frequenza del fotone necessario a innescare la transizione diminuisce. In altre parole,
se per eccitare |'etilene € necessaria una radiazione nell’ultravioletto lontano, per eccitare un idrocarburo
con quattro doppi legami vicini basta una radiazione nell’UV vicino. Idrocarburi con piu di sette doppi legami
coniugati sono in grado di assorbire la luce visibile e quindi appaiono colorati. | pigmenti di color arancio
chiamati carotenoidi, che hanno cosi grande importanza in natura, hanno 9-10 doppi legami coniugati.

E’ anche evidente dalle considerazioni fatte in precedenza che per N->o< la formula:

Ep =a+ 2B cos

nm
N+1za+2ﬁcosW=a+2ﬁcoska

fornisce i seguenti valori di E:

n=0
n=N

SR Ne)

E0:a+2ﬁ

k
k EN:a—Zﬁ

Ci sono quindi infiniti livelli compresi nell’intervallo di energia 43 Non siamo piu in presenza di livelli discreti,
ma di una banda diffusa. Questa € una caratteristica dei solidi, che possono infatti essere considerati come

delle molecole infinite. Nel nostro caso il solido in questione (il trans-poliacetilene) € un solido
monodimensionale, finito solo lungo una direzione:

[ NN NN

n %

E’ importante anche fare alcune considerazioni aggiuntive, che ci saranno utili nella trattazione dei solidi
molecolari:

in tutte le molecole viste (anche quelle infinite come il trans-poliacetilene) I'orbitale piu stabile e
completamente legante, cioe dovuto all’interazione in fase degli orbitali atomici:

etilene butadiene esatriene poliacetilene

Questi orbitali sono tutti u rispetto al centro di simmetria e sono completamente leganti.

in tutte le molecole viste I'orbitale di energia pill elevata e totalmente antilegante( e gli orbitali fuori
fase):

Si tratta di stati g.
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3.14 - La spettroscopia UV-visibile.

La spettroscopia UV-vis di assorbimento permette la misura della lunghezza d’onda o frequenza a cui
avvengono le transizioni ottiche (g-u). Una situazione tipica & rappresentata dalla figura seguente, ove
sono rappresentate le transizioni n>mn* degli idrocarburi insaturi. Poiché si tratta di salti quantici tra livelli
ben definiti, si tratta di bande “strette”:

S

Transizioni my-mg
(HOMO-LUMO)

© n=5

.

2

2

@

I I I >
100 200 300 400 2 (nm)

La transizione mg—>m, riportata nella figura precedente per I'etilene( banda a circa 180 nm) non ¢ la sola
che riguarda la molecola dell’etilene. Infatti, oltre ai livelli mg-1t, relativi agli elettroni m, esistono anche i
livelli og e oy relativi agli elettroni di tipo o (C-C e C-H). Essi sono nella successione:

Lo spettro reale sara pertanto:
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assorbanza

I I >
150 180 Iy (nm)

In generale lo spettro di un molecola & formato da due o pil bande di piccola ampiezza spettrale
corrispondenti alle transizioni permesse dalle regole di selezione. Vedremo che nel caso delle molecole di
lunghezza infinita o nei solidi la situazione € completamente differente.
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3.15 - Molecole aromatiche

Tratteremo brevemente solo le molecole del tipo:

sl Neekeve

benzene naftalene pirene benzopirene
antracene

Il caso del benzene ¢ particolarmente semplice, poiché il suo determinante secolare € ovviamente:

| Moo o™

Attenzione! A differenza degli idrocarburi lineari gli atomi 1 e 6 sono contigui e quindi compare un fattore
B in pil.
Se questo determinante viene risolto con le procedure gia illustrate per il butadiene, otteniamo sei livelli,

di cui i due con energia (a+pB) (a-B) sono doppiamente degeneri. Tali livelli si riempiono di elettroni come
illustrato nello schema seguente:

LUMO

R
+

=)
I
O
<
@)

a+2pB T

118



Come al solito il livello HOMO é g e il livello LUMO é u. La transizione HOMO-LUMO é quindi permessa
dalla regola di selezione di La porte.

L'orbitale pit profondo (a+2B) ha orbitali tutti leganti e I'orbitale piu elevato ha tutti orbitali antileganti.
Le funzioni d’onda possono essere rappresentate come segue:

a+pB

oleroIeere,

Come ¢ ovvio la situazione diviene piu complessa al crescere del numero degli anelli condensati, e i
corrispondenti determinanti secolari diventano progressivamente via via crescenti.

Nel caso del naftalene (10 atomi) si ha un determinante 10x10, nel caso del pirene 16x16, ecc. Come al
solito le funzioni d’onda con energia minore sono costituite da orbitali p, in fase e quelle di energia pil
elevata da orbitali px fuori fase, come illustrato schematicamente:

(L1 — 1L

PIU’ stabile orbitali intermedi MENO stabile

In questo schema le situazioni intermedie non vengono trattate per brevita.
Analoghe, ma progressivamente complesse situazioni si verificano con gli idrocarburi piu complessi.

Questi idrocarburi possono essere considerati come i polimeri dell’unita <:>
Per gradi polimerizzazione infinita si ha molecola bidimensionale infinita seguente:

Questa molecola bidimensionale e di fatto la grafite che & costituita da piani molecolari di questo tipo
disposti parallelamente tra di loro. Torneremo su questo punto piu avanti quando parleremo della teoria
elementare delle bande nei solidi bidimensionali e dei solidi molecolari.
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APPENDICI

Corso di Laurea in Scienza e Tecnologia dei Materiali — Corso: “Chimica Fisica 2”

A.A. 2018-2019 Esercitazione di Meccanica Quantistica Molecolare

G.Ricchiardi, E.Borfecchia

Non é richiesta una relazione, ma la semplice consegna via email di un “quaderno di laboratorio” molto
sintetico, che illustri in modo comprensibile il lavoro fatto (senza preamboli e commenti teorici). Costruire
gradualmente un quaderno di laboratorio in formato Word, contenente dati, immagini delle molecole
calcolate ed i riferimenti ai files che contengono i risultati. Allegare una cartella contenente (ordinati in
sottocartelle) i files con input ed output delle simulazioni. Assegnare ai files nomi chiari e comprensibili.

A) Costruire molecole con Arguslab ed ottimizzarne la geometria con la Meccanica Molecolare

Apprendere le modalita di costruzione delle molecole in ArgusLab sperimentando i vari menu.
Partire da molecole molto semplici ed ottimizzarne la struttura con I'ottimizzatore rapido (pulsante
tenaglia).
Costruire molecole gradualmente piu complesse (anche modificando quelle precedenti). Al termine
dell’esercizio lo studente dovra essere in grado di costruire qualsiasi molecola organica, anche
complessa, a partire dalla formula di struttura (esempi: un acido grasso, una porzione di polimero,
la clorofilla...)
Imparare a generare conformazioni diverse della stessa molecola (modifica della geometria e ri-
ottimizzazione)
Su una piccola molecola organica, approfondire la comprensione dell’ottimizzazione mediante
Meccanica Molecolare usando il menu Calculation/Optimize Geometry
Eseguire un’ottimizzazione con la meccanica molecolare usando il Forcefield
UFF(Calculation/Optimize Geometry)
Annotare le principali caratteristiche della geometria molecolare ottenuta (funzioni di misura e di
cattura di immagini)
Verificare nel file di output (.out):

o Il metodo utilizzato

o Le coordinate degli atomi

o L’andamento dell’energia e del suo gradiente durante I'ottimizzazione (fare un grafico con

excel)
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Ottimizzare le molecole con la MQ e calcolarne le proprieta

B)

Q)

Costruire una molecola semplice o utilizzare la stessa utilizzata in “A”
Calcolare I'energia con un metodo quantistico semi-empirico (ad es PM3)
Eseguire I'ottimizzazione della geometria con lo stesso metodo ed osservare la variazione di energia
e di geometria
Rappresentare una superficie di isodensita elettronica colorata in base al potenziale elettrostatico.
Identificare eventuali ingombri sterici e i punti reattivi della molecola verso reagenti nucleofili ed
elettrofili.
Rappresentare HOMO e LUMO e comprenderli in termini LCAO
Osservare/verificare nel file .out:

Il metodo utilizzato

o Il set di funzioni base utilizzato
o Che I'ottimizzazione di geometria abbia raggiunto la convergenza
o L'andamento dell’energia e del suo gradiente durante I'ottimizzazione

Arguslab: calcolo di un’energia di reazione

Scegliere una reazione semplice che coinvolga una molecola organica (possibilmente senza
coinvolgere ioni, ma solo molecole neutre), quale ad es una reazione di eliminazione o addizione,
idrogenazione, isomerizzazione, addizione o ciclo addizione...

Costruire i modelli dei reagenti e dei prodotti ed ottimizzarne la geometria con il metodo PM3.
Annotare le energie e calcolare la variazione di energia della reazione.

Eventualmente: introdurre un sostituente sulla molecola organica e ricalcolare I'energia di
reazione. Interpretare il risultato in base ai concetti di chimica organica noti.

Verificare I'effetto del sostituente sulla densita elettronica e sul potenziale elettrostatico
molecolare

ArgusLab: costruzione di una curva di potenziale e calcolo della frequenza vibrazionale

Scegliere una molecola biatomica

Ottimizzarne la struttura con un metodo quantistico semiempirico annotare distanza di legame ed
energia

Eseguire deformazioni della molecola (passi di 0.05 Angstrom o inferiori) e I'energia per ciascuna
geometria deformata

Creare (ad es con Excel) una tabella Energia-distanza. Visualizzarne il grafico. Verificare I'armonicita
del potenziale ottenuto. Determinare i parametri della parabola che meglio approssima i dati
ottenuti (Regressione).

Calcolare la frequanza vibrazionale della molecola nel potenziale armonico ottenuto
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Appendice 2: alcuni strumenti di calcolo fondamentali

Questa appendice riunisce alcuni richiami a strumenti matematici utili, senza alcuna pretesa di
sistematicita. In una versione precedente erano inseriti nel corpo dei capitoli, ma poiché non ho né
il tempo né le competenze per portarli ad un livello formale soddisfacente, ho preferito relegarli in
un’appendice.

2.1 Vettori ortonormali

Poiché in questo capitolo tracceremo alcune analogie tra l'algebra vettoriale e la matematica delle
funzioni continue di piu variabili, richiamiamo alcune idee centrali della prima.

Dati due vettori 7 e w che formino tra loro un angolo ¢definiamo il prodotto scalare tra di essi come
U-Ww=vwcoso

Il prodotto scalare & quindi un numero reale coorispondente al prodotto del modulo di un vettore per
la proiezione di un vettore sull'altro.

Dato un sistema di riferimento costituito da due vettori ae b possiamo esprimere un vettore qualsiasi
pcome somma di due componenti nelle direzioni di ae b.

D =c,a+cyb
Queste componenti si ottengono come prodotto scalare (proiezione) di v su ae b

Dato un certo sistema di riferimento (o base) in uno spazio a n dimensioni, ciascun vettore puo quindi
essere rappresentato dall'insieme delle sue n componenti

Ve [Cl,Cz,...,Cn]

Definiamo ortogonali due vettori le cui proiezioni uno sull'altro sono nulle o - in altre parole - che
formino tra loro un angolo di 90°. La condizione di ortogonalita si puod esprimere come a- b = 0.
Spesso e conveniente utilizzare come sistemi di riferimento insiemi di vettori ortogonali di lunghezza
unitaria, per i quali cioé a-a = 1, b - b = 1 (condizione di normalizzazione).

Le condizioni di ortogonalitd e normalizzazione per un insieme di vettori 7;Si esprimono spesso in
forma abbreviata come
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Ui U =6y

dove §; ; € la cosiddetta funzione delta di Kronecker, che assume i valori
_(1 L=j
0 = {0 per {i %
Il prodotto scalare tra due vettori e w rappresentati in una base di vettori ortonormali @; si calcola

come

n

bW = [Ugyeee ] - [Woen ) W] =Zviwi
i=1

E' importante notare come la rappresentazione dei vettori in una base riduca il prodotto scalare ad
operazioni elementari (somme e prodotti), evitando la valutazione di funzioni trigonometriche.

2.2 Prodotto scalare ed ortogonalita tra funzioni

Se immaginiamo che l'indice i della formula precedente si trasformi in una variabile continua reale
x, i due vettori ve wdiventano due funzioni v(x) e w(x).

Trasformando la sommatoria in integrale, definiamo il prodotto scalare tra due funzioni v(x) € w(x)
come

v(x) -wx) = fv(x) w(x)dx

dove l'integrazione va estesa a tutto il campo di esistenza delle due funzioni“®.

Per analogia con il caso vettoriale, definiamo ortogonali due funzioni per le quali il prodotto scalare
sia nullo

fv(x) w(x)dx =0

X

Un insieme di funzioni ortonormali & dunque caratterizzato dalla condizione
fvi(x) vj(x)dx = §;
X

Il concetto di ortogonalita tra due funzioni non e facile da rappresentare. Cosi come nel caso dei
vettori spaziali il prodotto scalare forniva la proiezione di un vettore sull'altro, cioeé una misura di
guanto i due vettori avessero una direzione comune, nel caso delle funzioni il prodotto scalare
fornisce una misura della similitudine o andamento comune delle due funzioni.

2.3 Serie di funzioni, funzioni base

E' noto dallo studio dell'analisi matematica, che una funzione pud essere espressa come
combinazione lineare (o serie) di altre funzioni,

F0) =) agi)

i

% Nel caso piu generale di funzioni complesse, il prodotto scalare prende la forma v(x)-w(x) =

S, v(x) *w(x)dx
123



Dove le funzioni g;(x) sono un insieme di funzioni arbitrarie (ad esempio le potenze di x nelle serie
di Taylor) ed i coefficientic;possono essere interpretati come i "pesi" delle funzioni g;(x) nella
descrizione di f(x).

Per analogia con il caso vettoriale, possiamo definire i coefficienti ¢; come proiezioni di f(x) sulle
gi(x). Diciamo allora che le g;(x) costituiscono una base per rappresentare f(x) e che la
rappresentazione di f(x) € costituita dal vettore dei coefficienti c;

fx) & [er, 000000

Se le g;(x) costituiscono un insieme di funzioni ortonormali, il calcolo dei coefficienti si semplifica
notevolmente. Infatti, moltiplicando I'espansione di f(x) per una generica funzione base g;(x) ed
integrando, otteniamo

| g =] Y antgdr= [ aw g ar=g

i i

Questa espressione ci permette di rappresentare (0 "espandere”) una funzione qualsiasi f(x) in una
base di funzioni ortonormali, "proiettando” la funzione f(x) su ciascuna delle funzioni base.

Questa tecnica permettera di esprimere le funzioni d'onda di sistemi quantomeccanici complessi
come combinazioni lineari di funzioni pit semplici e di rappresentare in forma vettoriale le funzioni
d'onda.

Esempio: serie di Fourier

2.4 Rappresentazione di operatori

Nel caso di uno spazio vettoriale a n dimensioni, gli operatori che trasformano i vettori (cioé li
ruotano, spostano, ecc.) sono matrici n x n. Per un operatore OL'elemento di matrice 0;;si ottiene
applicando 0 al j-esimo vettore base ;e proiettando il risultato sul vettore base v;

Nel caso in cui la base sia costituita da funzioni g;(x), la rappresentazione dell'operatore si ottiene
in modo analogo come:

0 = [, gi(x)*0gj(x)dx

Questa tecnica permette di rappresentare in forma matriciale gli operatori della meccanica
guantistica.
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Appendice 3: Dati utili

l-ydt')am
1 2
H He
1.0079 40026
ilhium bertium tomn caiton nilrogen oxygen Tlucrine neon
4 8 10
Li | Be B|C|N|O| F |Ne
6,941 90122 10811 12.011 14.007 15999 18.998 20180
Sodium magnaesium aumnium sticon phosphons Suffur chioring a€gon
1 12 13 14 15 16 17 18
Na|M Al [Si| P | S |[CI|Ar
22.9%0 24.305 26.962 28.066 30.974 32.065 35453 20918
potassium cacum scandium tilanium vanadum | cheomium | manganese iron coball nickel oopper zne gdlum germanum arsenic salenium teoming keypton
19 20 2 22 24 25 26 27 28 29 30 31 33 35 36
K | Ca Sc|Ti|V |Cr|{Mn|Fe|Co|Ni|Cu|Zn|Ga|Ge|As|Se|Br|Kr
39.008 40078 44.566 47.867 S0.942 51.996 54.938 55045 58.933 58693 653,546 65.39 69.723 7261 74.972 78.96 79.904 83.80
rubidivm steonlium yitrum Zrconum nicbium | molybassnum| tachnetium | nithenum modum palladum sliver cadmium nium tin anumony talum odine x2non
37 38 39 40 41 42 4 44 45 46 47 48 49 50 51 53 54
Rb | Sr Y |Zr [Nb(Mo|Tc|Ru|Rh|Pd|Ag|(Cd|In |Sn|Sb|Te| | | Xe
85468 87.62 £8.006 91.224 92.906 9504 98] 101.07 102.91 106.42 107.87 112.41 114.62 118.71 121.76 127.60 126.90 131.20
cansium barium lutelivm hatnium Bniabm lungsten hanim osmum ridum platirum Gokd mescury haglum lead R potonium astating fadon
55 56 5770 7 72 74 7! 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86
Cs|(Ba| ¥ [Lu|Hf | Ta| W |Re|Os| Ir [ Pt |[Au|Hg| Tl | Pb| Bi | Po| At [Rn
_132.91 137.33 174.97 17849 1820.95 183.84 195.21 190.23 192.22 166,08 196.97 20059 204.38 207.2 208.98 1209 121 222]
francium adium lwrencum | ruthetocdium dubnum seaborglum tohrum hasslum metinemum | ununnilum nurnm ununblum ununquysum|
87 88 89-102 1 105 106 107 108 109 11 112 114
Fr|{Ra|*x*| Lr | Rf [ Db | Sg | Bh | Hs | Mt |Uun UUU|Uub Uuq
223 226] 1262] [261] 1262] [266] 264 2694 [268) [271) 272] 277] 259
WWW g | v Tsldnum W o m.su—;m Vi
*Lanthanide series
La|Ce| Pr{Nd|Pm|Sm| Eu|Gd Ho| Er [Tm|Yb
138.91 14012 140.91 144.24 145 150.36 151.96 157.25 164.93 167.26 168.93 173.04
actinlum thorum proladinum wankm neplunim pulonum amencum curum enstenium fermum mendeleviim|  nobelium
** Actinide series 89 90 91 92 93 94 95 96 99 100 102
Ac|Th|Pa| U |[Np|Pu|Am|Cm Es |[Fm|Md| No
227 23204 231.04 23803 [237) 1244] [243 1247 [252] 257 259) 259
Frequently used constants
Relative std.
Cruantity Symibol Value Lnit LICerL i
speed of light in vacuum =) 299792458 ms=! (enact)
ngneic consiant iy 4x x 107 NA-2
— 12,566 370614... x 10=7  NA~2 (emact)
electric constant Linge® ) 8,854 187 817... % 1012 Fm? (emact)
Newtonian constant
of gravitation e B8.6742(10) = 1011 Pkg~ls—? 15%x 10
Planck constant h 6.626 D693(11) x 10~M Is 1.7 x 107
hf2n h 1.05457168(18) % 103 Js L7 x 10-7
elementary charge e 160217653(14) x 10~ C 85x10-®
msgnetc fux quantum kf2e @y 2067 833 T2(18) = 10~ Wh 85 x 1078
conductance quantum 26 h Gy T.748 001 T33(26) = 10-° S 33 x 1070
electron miass My 9.109 3826(16) = 10-3 kg 1.7 x 107
proton mass Trig 1ET262171{20) x 1077 kg Ly x 10T
proton-electron mass ratio mglie  1836.152 672 61{85) 45 % 10
fine-structure constant e*f4meghe o 7.297 352 568(24) x 1077 33 % 107"
inverse fine-stroctore constant g™t 137.035 000 11(48) 33 %107
Rydberg constant o mgc/ 2k Reo 10973 731,568 525(73) m~! 6.6 % 10—
Avogadro constant Na, L 6.0221415(10) x 10% mol™* 1.7 x 107
Faraday constant Ny e F 96 485.3383(83) Cmol—!t 8.6 % 108
mielar gas constant R’ 8.314472(15) Tmolm' K- 1.7 = 10-°
Bolzmann constant YNy k 1.380 6505(24) x 10~ IK! 18 % 107¢
Stefan-Bolzmann constant
{0k A o 5.670400(40) x 10~° Wm?K~*  70x107°
Mon-ST umits sccepted for use with te 51
electron volt: (e/C) ] eV 1.60217653(14) x 10~ ] 85 % 10°¢
(umified) atomic niass wnit
Lu=my = FFm(*C) u 1660538 86(28) = 10~37 kg L7 x 10T

=103 kg mol—{ Ny
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